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INTRODUCCION

El espectraleunamatrizesel conjuntode susautovalores.Puedeencontrarse
hallandolas raicescomplejasdel polinomio caracteistico lo cual, por supuesto,
no siempreesfacil. El espectrono dependale bases,de modo que esenre-
alidad un invariantede las transformacionetineales. El desarrollodel algebra
lineal duranteel siglo XIX llegb ala obtencon de la formade Jordany la teoiia
dediagonalizadn. La nocion de espectrogeneralizad@n del conceptode valor
propio, permiti6 ampliaralgunosde estosresultadosa los espaciogle dimensbn
infinita, dandolugarala Teoria Espectal de Operadores,quehatenidoun desar
rollo explosivo ennuestrosiglo, connumerosagaplicacione®n otrasramasde la
matendticay delafisica.

Dadaun algebradeBanachconmutatva 4, setienequeparacadaa € 4 el es-
pectroo(a) ={A € C: (a—A)A4 # A4} escompactg novado, y existeuncalculo
funcional,esdecir, un morfismosuryectvo f — f(a) del algebrade gérmenesle
funcionesanalticasen o(a) en 4. CuandoA4 no esconmutatva, casode las
algebrasL(X) de transformacione$inealescontinuasde un espaciode Banach,
puedetrabajarseaestringéndosea unasukalgebraconmutatva 8 C 4 maximal
conla propiedadde quea € ‘B. En la décadade 1950, Caldebn, Arens, Wael-
broeky otrosdesarrollarorunateoiia espectraljoint spectrum)paran-uplasde
elementogay, ... ,a,) deunalgebrade Banachconmutatva 4, y el correspondi-
entecalculofuncional(JArens],[A-C], [Waelbroeck]).

En 1970 JosephTaylor establed una nocibn de espectroconjunto, cono-

cida hoy como especto de Taylor, que abarcael casode n-uplasconmutatvas



(a1,...,an) deunalgebradeBanach4 no necesariamentsonmutatvay permite
construirun calculo funcional ([Taylor] y [Taylor2]). En los aflossubsiguientes
estateofiahamaduradoy sepuedeconsultaporejemploel trabajode Rall Curto
([Curto]), quepresentain resumerde suestadaactual.

En estetrabajo presentamosletalladamentéa nocion de espectroconjunto
de Taylor y suspropiedadedasicas,paran-uplasconmutatvas de operadores
enespaciogsie Banach.Nos hemosbasadqrincipalmentesn el trabajooriginal
([Taylor]).

Construimognprimerlugarel complejodeKoszuldelqueemanda definicion
taylorianade espectroy estudiamosu relacibn conlos posiblesespectroslge-
braicos.Continuamoson la teofia de funcionescontinuasy anaiticasde C" en
complejogarangtricosfinitos parallegara demostrata propiedadie proyeccbn
a partir de la aciclicidaddel haz de funcionesholomorfas (isomorfismode Dol-
beault). Pasamoduego a formular la versbn "Taylor” de la transformadade
Gelfand,encontrandel subespacialel conjuntode caracteresle 4 conel cual
esh asociadoel espectrode Taylor. Se presentardos ejemplosilustrandolas
técnicasde morfismosde algebrasy cocientesparaencontrarel espectroy de-
mostrandda imposibilidadde reducirel espectrade Taylor a unaversibn alge-

braicamaximal,comoocuriiaendimensén 1.



1 Espectro

Sellamaespaciode Banad a un espaciovectorialreal o complejoX, dotadode
unanormal|||, respectade la cual es completo. Trabajaremogon espaciogle
Banachsobreel cuerpoC delos nimeroscomplejos.

Dadosdosespaciogle BanachX,Y sedenominaZ(X,Y) al conjuntode las
aplicacionegineales(Operadores)continuasde X enY. CuandoX =Y seutiliza
la notacbn L(X) = L(X,X).

Seaa unoperadora € £(X,Y). Sedefinelanormadea,
lal] = sup{[| ax|| : x & X, [|Ix]] = 1}

Esunhechoconocidoqueunafuncion lineala: X — Y escontinuasi y solo
si||al| < .
El conjuntode los operadoresnversibles(no singulares)de un espaciode

BanachX sedefinepor
GL(X) = {a€ L(X):dbe L(X),ab=ba=1}

dondel € £(X) eslaidentidad.
El espectralea € £(X) esel conjuntodelos nUmeros\ € C talesquea— Al

noesinversible,
o(a)= {AeC:a—Al ¢GL(X)}

Estasituacbn segeneralizaenla teoia de algebragsie Banach.Un algebrade
BanachA4 esun espaciode Banachdotadode un productoasociatvo, continuo

-1 4 x 4 — A4, nonecesariamenteonmutatvo, con un elementoneutroe y tal



gueparatodoa,b € 4,
[[abl| < |al[ [[bl]

El conjuntode operadoregontinuosde un espaciode Banachresultaserun
algebrade Banachrespectalela composicon: 4 = £(X), e=/.

Paraa € 4 tenemos| espectro
o(a) = {A € C:a—A noesinversibleen 4}

Porcomodidadse omite la e (I enel casode operadoresy seescribea— A en
lugardea—Aeoa—Al.

De la teoiia de algebrasde Banachse conoceque el conjuntoG(4) de los
elementosnversiblesde 4 esabierto,y laspropiedadeglementaleslel espectro:
Paracualquiera € 4 el espectreesun compactale C, novado.

La teofia de Taylor que veremosen estetrabajoampla la nocibn de espec-
tro a dimensionesnayores:En lugar de un operadoffijo a consideramosarios
simultaneamente.Dadaunan-uplaa,... ,a, de operadoresen un espaciode
BanachX, a € £(X), buscamosun conjuntoo(ay,...,a,) € C", un especto

conjuntoparalos n operadores.

2 Espectro Conjunto

Paradefinir espectrasepartede la nocion de singularidada € 4 essingularsiy

sblo sino esinversible.El espectralea es

o(a) ={A € C: a— A essingulag (1)



Cuandda dimensbn esmayorguel no podemosablardeinversibilidad;en
cambiose@ necesariainanuesa definicion de singularidadgue extiendaal caso
unidimensionatlonde’singular” esequialentea’no inversible”.

La teofia de algebragde Banachproporcionasolucionessatisfctoriasparael
problemade definir el espectraconjuntode unan-uplacuandoel algebrag es
conmutatva. Sedefinesingularidaddeestemodo: Unan-uplaa= (ay,...,a,) €s
no singularensentidoalgebraico respectale 4 siy solo si el idealgeneradgor

a esigual a 4; estoes,cuandoexistenby, ... b, talesque

ajby+---+abh=e

y sedefineel espectralea respectale 4 comoel conjunto

04(a) = {(A1,...An) € C": (a1 — A1,...,an— An) essingulan

Estosolo tienesentidocuando4 esconmutatva, enotro casoaparecdanun
"espectro”’a derechay otro a izquierda. Lamentablement&as algebrasde oper
adorescontinuosLZ(X), desddas matricesde 2x 2 enadelanteno sonconmuta-
tivas.Espor esoqueseintentadefinir el espectrale otramanera.

Aqui abordaremosl problemaparael casoen quelos operadoresy,... ,a,
conmutarentresi:

aaj =aja Vi, ]

Si 4 = L(X),aesnosingularsiy sblo sicomplecondosecuaciones:

(1) aX=X (aessuryectvo)
(2) kera= {0} (aesinyectivo)
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Extenderemoga nocion de singularidada n-uplasde operadoregque con-
mutanentresi) medianteuna generalizadn de estasecuacionesultilizando el

complejode Koszul.

3 Subalgebrasconmutativas

Seaa = (aj,...,an) unan-uplade operadore®n un espaciode BanachX. Si
conmutarentresi, los podemosconsideracomoelementosle algunasukalgebra
de L(X) que seaconmutatva. Existenvariassulhlgebrascon estapropiedad;

entreellaspodemoslefinir:

(a) El algebracerradegeneradgoray, ... ,an en L(X)
(a)’ El algebra{b € £(X) :ab=ba 1<i<n} (2)
(@) El algebra{ce £(X):bc=chVvbe (a)'}

3.1 Propiedad

(a), (8)' y (a)” sonalgebragle Banach,(a) C (a)” c (a)’ y tanto(a) como(a)”
sonconmutatvas

DEM

1. El algebrageneradgpor ay,...,an esel conjuntoClay,...,an| de poli-
nomiosenay, ... ,a,, queesobviamenteun algebraconmutatva. Al tomar

clausuraseobtiene(a), queseiigualmenteconmutatva, puedim pi(a)gi(a) =

lim p;i(a)limgi(a).

2. SeaScC 4. El conjuntoS = {be 4 :bs=sbVse S} esun algebradado

guela sumay productode elementosie S conmutaa contodose Sy es
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cerradapues(limb;)s= slimb;. Luego, tanto(a)’ como(a)” sonalgebras

deBanach.

3. Que(a) C (a)” c (a)’ esolvio. (a)” esconmutatva puessuselementos

conmutarcon (a)’,y (a)” C (a)'0

3.2 Obsewacion

Seaa= (ay,...,an) unan-uplaconmutatva de elementosie un algebrade Ba-
nach‘B. SeaA unasulhlgebraconmutatva de B que los contiene. Entonces
(a) C 4 C (a)’, dadoque(a) esla intersecodbn detodaslas sukhlgebragjuecon-
tienenaay,...,a,, y los elementosdde 4 conmutancon todo a;, luego eséinen
(a).

Podiamosintentaraprovecharla definicion de espectraqueya tenemogara
algebrazonmutatvas,fijandoalgunadeéstas Aparecerdificultadesnuy pronto:
Los espectroslependentel algebraelegida, de maneragueel espectrano esuna
propiedadntrinsecaa la n-uplaa sinorelativa al algebragueseconsiderePorla

inclusion vistasetendia

O(a) (@) D O(ayr(a) D ogay(a)

Estostresconjuntosengeneraho coinciden.Si sedeseaomparael espectrale
lan-uplaa= (ay,...,an) coneldelan+l-uplad’ = (ay,...,an,a+1) SEANece-
sarioconsideratasdistintassukalgebragieneradapor cadaunay no seobtendéa

la importantepropiedadde proyeccbn

0(a) = {(A1,---An) € C": Int1, (M- Ant1) € 0(&)}



4 Algebra E"

Sean un enteropositivo. Seane, ey, ---, €, n+ 1 simbolosdistintos. Paracada
p € {1,...,n}, seaEy el espaciovectorial sobreC cuya basees el conjunto
{ej;,...6j,:1<j1<... < jp < n}. Parap = 0 sedefineE] dedimensbn 1 con
baseel simboloe. De estemodola dimensonde EB es (B) Sedefineel algebra

exterior den elementosobreC comoel espaciovectorial
n_gn n
E'=E & --8E,

conla operaocbn productoexterior A : E" x E" — E" definidaa partir delasrela-

ciones
eNe =—6ANg

eneg =0
eng =gAe=¢g
El algebraexterior E" ad definidaesun espaciovectorialde dimenson 2" y

un algebrano conmutatva conelementmeuroe.

5 Complejosde Cadena

Un complejode cadena(o simplementecomplejg esun par (M, ), dondeM =
{Mp, pe Z} esunasucesbn de R -moddulos, R esun anillo fijo cualquieray

5= {dp, p € Z} unasucesbn demorfismosde K -modulos,d, : Mp — Mpy1

Opt1  Op

o —Mpy1 — Mp — Mp_1— ...



con la propiedadde que dp o &p11 esel morfismonulo paratodop e Z. d es
llamadoel operador debordeo diferencialdel complejo.

Los subgruposmageney nucleosdela diferencialtienennombres:

Zp = kerdp ciclos
Bp=1mdpy1 bordes

El cocienteZ,/By se puedehacerporqueZ, 2 By entodoslos casos(dp o
Op+1 = 0). CuandoZ, = By se@ porquelmd,,1 = kerdp, 0 sea,cuandola
suceshnMp, 1 — My — Mp_1 seaexacta.Enestecasoel grupodehomologaHy,
correspondientescero. Cuandotodoslos gruposde homologa soncero,todos
los ciclos sonbordesy sedice queel complejoesexactq o quesuhomolodgaes
trivial.

Sean(M,d) y (M’,&) doscomplejosde cadenasobreun anillo ®. Un mor-
fismode complejosesunasuceshn ( f,) demorfismosde ® -modulos, fp : Mp —
My, talesqued),o fp = fp1108p paratodop € Z. Enestasituacbnlos morfismos
pasana la homoloda, esdecir, la aplicacbn cocientef,, : Hp — Hp_1 definida

por

Lo(E) = [1p®)]  VEeM,

(donde[€] representda clasede ¢ enHp) estbiendefiniday esun morfismode
R -modulos([Lang],IV.2).

Si (M”,8") esun tercercomplejosobre®,, y gp : Mj; — My un morfismode



complejosy paratodo p € Z secumplen

kerf, = {0}
Im fp, = kergp
Imgp = Mg

sedice quesetieneunasucesbn exacta’corta” decomplejos

f g

0O—M — M — M'—0

Estasituacbn sepuederesumirconel siguientediagramaconmutatvo

0 0 0
\J \J 3
Op+1 Sp
— Mpi1 — Mp — Mp-1 —
fprs 4 fp 1 fp-1 1
peL 5,
— Mby, — M, — Mo, —
Op+1 4 9 Op-1
pi1 5
— Moy, — My — Mo, —
1 1 1
0 0 0
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5.1 Lema

Enestasituacbnexistiraun morfismode ® -moédulosinducidoenlashomologas,

Oup - Hp — Hp—1 definidopor
8.p([E) = | fp 110800, 1(8)|

Estoes, d.p([€]) = [¢] siy sOlo si existe Y € My, tal quegp() =&y dp(W) =
fp—1(¢). De estamanerafodasucesbn exacta’corta” de complejosinduceuna

sucesbn exacta’larga” entrelashomologas:

Fep O«p Oip

w—Hp — H, — Hf — Hp 1 — -

([Lang], IV.2,teoremal).

6 ComplejodeKoszulE"(X,a)

Seaa= (ay,...,an) unan-upladeelementosiel centrodeun algebraq sobrelos
nimeroscomplejosy seaX un 4-moéduloaizquierda.Nosinteresaen particular
el casoen que X esun espaciode Banachy ay,...,a, € L(X) operadoregjue
conmutarentresi. En estecasoA4 podiiaser(a) o (a)”; peronecesitaremopara
estapartedela teofia el casomasamplioenque X estnicamentain 4-modulo,
A unaC-algebracualquiera.

Paracadasubespacidy del algebraexterior E", seaEj(X) el espaciopro-
ductoexterior complejoentreX y Ep, Ef(X) = X ®c Ep. Estosignificaquecada

elementode Ej(X) se escribede maneralinicacomo sumade elementogie la
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formax®ej, A... Aej,. Ef(X) esunasumadirectade () copiasdeX.
Definimosel complejodeKoszulE (X, a) ordenand@stosespacioslela sigu-

ientemanera:

6n 6p 61

0—Ef(X) — -+ —E}(X) — -+ — E[(X) — X—0 (3)

Conla diferenciald definidapor

p .
Sp(X®Ej, A ... A€j,) :Zl (D" tajx@ej, A...E ... Agy, (4)
i=
dondeg;; indicaqueeseelementcseomite.
Cadadp esun morfismoEp(X) — EJ ;(X). La definicion de 8 no necesita
quelosindicesjy,. .. jp seescribarenordencrecientesi sepermutariosindices,
los (-1) seacomodarpor la propiedaddel productoexterior, ej A g = —6 A ;.

Puestaqueajaj = ajg paratodoi, j, lacomposicdn dp o 8y, 1 esel morfismo

12



nulo:

p+l _
Opdp-1(X®@ej; A...A€j,) =dp (_Zl(—l)'lajix@) STAN TR\ e,-pH)
I=
p+l -
= _Zl(—l)'— aj;0p(X®€j A ... & ... A€j,,,)
is

pri S
= Z(—l)l_laji > (D lax@e A . E. Al
i= =)

p+1
Ka. . A ax .
+ > (“D'ajx@e A & ... ... Agj,,
k=I1+1
p+1li— 1 k
— i+ A A .
Zl —1)""(ajajX—aj,8;X) @€j; A... € ... & ... A€,
k_

SedefineEp(X) = {0} paratodop > no p <O0.
ObtuvimosuncomplejodecadendE (X, a), denominad@l complejodeKoszul
paraa= (ay,...,an) sobreX.

SeusaAnlassiguientesiotaciones:

Ep(X;a) = Ep(X)
Zp(X,a) = kerdy
Bp(X,a) = Imdpi1
Hp(xaa) = Zp(xaa)/Bp(Xaa)

Necesitaremosambién unanotacbn paraescribirun elementogereérico del
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espacid=)(X). SeaB; la basedel subespacidey, o sea:
Bp={ejA...Ag, 1<j1<...<jp<n} (5)
Entoncedodog € Ej(X) seescribedemanerainicacomo

E= ) %®¢ (6)
eEBy
paraalgunosxg € X.

ObseremoslarelacbnrecursvaentreB)y QBB“ :

Byt ={ejA...Ag, 1< 1< .. <jp<n+1}
= BU{eA...Agj, Aeni1,1< 1< .. < jp1<n} (7)
= fBBU{s/\ €nt1,€ € ng_l}

dondesnen 1 =€j; A... A €jp_1 /\En+t1, siE=gj,A...A €jp_1-

En el casoenque X esun espaciode Banachy a unan-uplade operadores,
Ep(X) esunasumadirectafinita de espaciosle Banachy tienepor lo tantouna
estructurade espaciode Banachinducidapor la de suscomponentegjefiniendo

por ejemplola normacomoel maximodelasnormas:

Y % ®e| =max||
86@3 seﬂp

Los morfismodiferenciale®, selanenestecasooperadoreinealesacotados
entrelos espaciosde BanachEp(X) y Ej_;(X). La linealidadde 3y es obvia

puestoque se definio sobrecadacoordenadale Ej(X) comounacombinacdn
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lineal delos operadores;. Paraver la continuidadbastaa ver quelo esencada

coordenada:

p )
Z(—l)'_lajix@) ej, N\.. él\| A

|\6p(x®ejl/\.../\ejp)” =

= maxX |[gX
max x|

< (max ||a-||) I

1<i<n

Tomandoun elementagerericode EJ(X), & = 3 X ®¢,

@) = 15 2ot 0)] < (7) maxia ) x|

1<i<n

porlo tanto

Joall < ) ( maxal) I
[Bell < (fg@;lladl) I (paratodop <n)

7 Espectro de Taylor

A lo largodeestaseccodn, 4 se&unaC-algebraX un 4-moduloy a= (ay, ... ,an)
unan-upladeelementosiel centrode 4.

El complejodeKoszulqueacabamoseconstruiresla herramientalgebraica
quepermiteextendera definicibn deno singularidad:El complejoE (X, a) puede
serexactoo no. Diremosquela n-uplaa esnosingularrespectale X enel sentido

de Taylor, o simplementeno singular cuandoE (X, a) seaexacto. En particular
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sin= 1 setiene
a

0—X —X—0

Estecomplejoesexactosiy sblo si

kera = {0}

Ima = X

Esta claro que coincidecon la definicion de no singularidadparael casounidi-

mensional En el cason = 2, el complejoes

o7 01

0— X — XX — X—0

B(X) = n(XxRelNe)=axQ e —axX® e = (—axX, aix)
di(xy) = di(x®er+y®ey) =aiX+azy

Estecomplejoesexactosiy sblo si

kera; Nkeraz = {0} (kerd, = {0})
X=ay=JZ:X=az y= a1z (Imdy = kerd)
Imag +Imay = X (Imd; = X)

Sedefineel Especto de Taylor dea= (ay,...,an)

o(a) =0o(a,X) = {A € C": E(X,a—\) noesexacto} (8)
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Obsenamosqueen el cason = 1, el espectrade Taylor coincidecon el es-
pectroconocidoparaoperadoreseunespaciale BanachEl complejode Koszul

asociad@ma— A esexactosiy solo sia— A esinversible.

7.1 Lema

Seaa = (ay,...,ay) unan-uplade elementogel centrode un algebra4, X un
A4-moduloaizquierday E(X,a) el complejode KoszulasociadoPorpertenecer
ai,...,an al centropodemosonsiderael idealbilaterol = (ay,...a,) generado
pora. Seac unelementade I. Entoncest esla aplicacbn nulaenla homoloda
Hp(X,A) paratodo p; estoes,c€ € Imdp1 paratodog € kerdy,.

DEM

Seanbs,...,b, € 4 talesquec = aib; + - - - + anbn. Sobrelos elementogie
Ep delaformax®ej, A...Aej, definimosel morfismohy : Ef(X) — EJ,4(X)
por

n
hp(X®ej, A...A€j,) = Zbix®ele...Aeija
i=

h, ad definidooperaensentidoinversoal diferencialdp,.

— g e, —
n n n
- Epa(X), Ep(X) Epa(X), -
hp hp_]_

17



Al compone y h seobtiene

Sprihp(x®ej A...Aep) = Y (abix®e, A...Agj,

p
— kz (-Dk o bix@e AejA...E ... A ejp>
=)

p
ho-18p(x@ej A...AB) = Y Y (-) o bixoe e A 8 ...Aej,
porlo tanto,
(6oh—h06)(x®ejl/\.../\ejp):zaibix@)ejl/\.../\ejp=cx®ejl/\.../\ejp

luego
(doh—hod)(§)=cg  Paratodog € Ep(X)

Estoquieredecir quesi & € kerd, entoncest = dp,1(hp(§)) € Imdp1. Esto
significaquec mandaciclosenbordeso, lo queeslo mismo,esel operadorcero

sobreHp(X,a)0

7.2 Corolario

Sia=ay,...,a, esunan-uplade elementodel centrode 4, no singularen
sentidoalgebraicorespectode 4, y X esun A4-mobdulo a izquierda,a se& no
singularenel sentidode Taylor respectale X.

DEM

Aplicandoel lemaanteriorparac = | resultaquesi ajb; +---+anb, =1, en-
tonced estenelideal I generadgor(ay, ... ,a,) sobre4; entonce®l operador

| sobrela homologaescero,perocomol inducelaidentidadenHp(X,a—A\), éste
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resultaigual a cero.

7.3 Corolario

Si X esun espaciode Banachy a unan-uplade operadoresjue conmutanentre
si, el espectrale Taylor a(a) est contenidoenel espectralgebraica 4(a) para

cualquiersukalgebraconmutatvaa ¢ 4 C L(X):

o(a) Coa(a) (9)

DEM

Esconsecuencimmediatadel lemaanterior

7.4 Lema

Sea
f g
0—X —Y —272—0

unasucesbn exactade 4-modulos. Estasucesbn induceunasucesbn exacta

cortaentrecomplejosde Koszul

0— E(X,a) — E(Y,a) — E(Z,a) — O

Y porlo tanto(Lema5.1)unasucesbn exactalargaentrelashomologas

fup O«p Osp
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DEM

Sedefineel morfismofy, : EJ(X,a) — E5(Y,a) por
fo(x@ej A...Ag) = F(X)@e,A...Agj,

0 seaq,

f ( > Xg®£> = > flx)®e

n n
SEQP SEQp

y deigual manerael morfismogp. Entonceda sucesbn

fp 9p
0— Ep(X) — Ep(Y) — Ep(2) — 0

n

esexactaparacadap, al serloencadaunadelas (IO

EN(X) 0 ER(Y).

Paraque fp, gp ad definidosseanmorfismosde complejosdebemosrer que

) copiasde X oY queforman

conmutancon las diferenciales.Haremoda cuentaparaf. Lo quehay quede-

mostraresla conmutatvidadde

Sp
EpX)  —  Epa(X)
fp 1 fp-1 |
6/

Eg(Y)  —  Epa(Y)
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Op(fp(x®e; A...Agj)) = Op(f(X)®ejA...Agj,)
= 2(—1)i_1ajif(x)jl/\...éj\i.../\ejp

fo-1Bp(x@ej A Agp)) = 5 (=1 (aXe; .. & ... Ae,
sonigualesporquea;; f (x) = f(a;,x) (f esun morfismode A-modulos).

Haresultadoque

f g
0— E(X,a) — E(Y,a) — E(Z,a) — 0

esunasucesbn exactacortadecomplejos.Porel lemab.1éstagenerda sucesbn

exacta’larga” buscadal

7.5 Corolario

En las condicionegdel lema7.4, Si a esno singularen dos cualesquierale los
espaciosX, Y, Z tambénlo seaeneltercero.Porlo tantoel espectralea sobre
unodelosespaciogstcontenidcenla unibndelos espectrosobrelos otrosdos.
DEM
Siaesnosingularpor ejemploenX eY esporquelashomolodgasHp(X,a) y

Hp(Y, &) soncero;luego la sucesbn exactalargaes

- — Hpy1(Z,8) — 0—0— Hp(Z,2) — ---
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resutanddp(X,a) = 0 paratodo pOl

8 Espectrosde (ay,...,an) Y (a1, -..,8n+1)

Consideraremoahoraun algebracompleja4, un 4-moduloaizquierdaX, y dos
n-uplasa = (ay,...,an) € A"y @ = (ay,...,an1) € A" El espectrade la
primeraesun subconjuntale C" y el dela segundalo esde C™. Estudiaremos

la relacbn quehayentreambos.

8.1 SucesbnexactaE(X,a) — E(X,a) — E_1(X,a)

Paracadap € Z definimosmorfismosde 4-modulospp y vp:

Hp Vp

0— Ep(X,a) — Ep(X,d) — Ep_1(X,a) — 0
Hp eslainclusion obvia
Up(X®ej; A...A€j) =XRej; A... A€,
y vp sedefinepor

X®ejA...\N€, Sijp=n+1

vp(x®ejl/\.../\ejp) =
0 Sijp#£n+1
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Es claro que paracadap estaes unasucesbn exactade 4-modulos. Lo que

deseamoteneresunasucesbn exactacortade complejos

H v
0— E(X,a) — E(X,d) — E_1(X,a)—0

dondeconE_;(X,a) nosreferimosal mismocomplejoE(X,a) perodesplazado
unlugarhaciala derechagsdecir, conlosindicesdisminuidosenl. El diagrama

conmutatvo es

Hp+1d Hp 4 Mp-14
%11 %
— Epri(X,d) —  Ep(X,d) — Epi(X,d) —
Vpi1d Vp Vp-14
dp Op-1
—  Ep(X,a) —  Ep1(X,a) —  Ep2(X,a) —
1 3 \J
0 0

(10)

Debemosdemostramque, y v, conmutancon las diferenciales.Parapy, es

obvio dadoquea,1 nointervieneen ningin momento.Hagamoda cuentapara
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Vp.
/ 0 i—1
Vp 18,(X®ej; A...A€j,) =Vp 1 _Z(—l)'* ajX@ejA...g ... \€j,
I=

Estoescerosi jp # n+1, coincidiendaond, 1Vp(X®€j, A. .. A€j,) = 0p-1(0) =

0.Sijp=n+1,

p-1
. ) = i1, . & .
Vp18p(x@ej AL nep) = Y (D) T X@e AL § L A
1=

= Op1(X®ejA...A ejp_l)

= 5p,1Vp(X® e, A... /\ejp)

Sepuedepasardeacuerdallemab.1,alahomoloda,paraobteneta sucesbn

exactalarga

Mep Vip Oip
- — Hp(X,a) — Hp(X,d) — Hp_1(X,@) — - (11)

8.2 Obseracion
Enla construcabn anteriorel morfismod,, puedeinterpretars€omola acconde

an4+1 restringidaala homologaHp_1(X, a):

Sip[€] = [Ant1€]

DEM
Seaé € Zp_1(X,a). Notaremoson [&] suclaseenla homologaHp_1(X, a).

De acuerdaal lema5.1se@ d.p([€]) = [¢], dondeexistealgunay € Ey(X, &) tal
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quevp(y) = &, 8,(¥) = K(¢9). Podemosescribir = Z Xe ® €, paraalgunos

e€B,
Xe € X. Tomandop = a,1& obtenemosgadoquep esunainclusion, pp—1(¢) =

ant1€.
Sea = Z Xe ® €A enr1. Entonces
e€B] 4

Vp(Y) = Xe®E=¢
p(W) se;_

p—-1

Sp(W) = Z (-1)Pla, 1% ®e + ... (elementosone, 1)

€€ szfl

= an1&+n

Perovp 1(3,(W)) = 8p-1(vp(W)) = dp-1(§) = O puesg esun ciclo. Porlo
tantoé’p(tp) € Impp—1. Ningln elementade la imagende p puedetenercompo-

nenteone,; 1, demodoqueel n queaparead arribaesceroy confirmamos
8(W) = W(@ns18)0

8.3 Corolario

Sia= (a,...,an) esnosingular tambiénlo seaa = (ay,...,a,+1). Porejem-
plo, (1,ay,...,an) esnosingularparaay, . .. ,a, cualesquiera.

Sededucequesi A, ... ,Ap,Ani1 € (@) entonces\y,... A € o(a). Dicho
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deotramanera,

M(O(@y, .- ,8n+1)) C O(s, .. ,an) (12)

dondermt esla proyeccbnde C™! enC", m(zy, ..., zn41) = (21, ... ,z). En14.4
vemosgueestacontencbn esde hechounaigualdad.

DEM

(ag, ... ,an) esnosingularsiy sdlosiHp(X,a) = 0 paratodop. Reemplazando
en(11)seobtiene

0— Hp(X,a) —0

exactaparacadap, y por consiguientdd,(X,a’) = 0 paracadap.

8.4 Criterio de no singularidad

Seam, 4y X comoenellema?.1.LlamemosXp = a; X +--- +apX. Si Xy =X
y ap: X/Xp — X tienenlcleoceroparatodo p (si kerap C Xp), entonces esno
singularenX.

DEM

Lo haremogporinduccibnenn. Sin= 1 el complejodeKoszules

o1
0—X —X—0

01(X) = azx

X1 = ayX = X. Ademasa; : X/{0} — X tiene nlcleo cero; luego a; = 81 es

biyectivay porlo tantono singular
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Supongamosjue se hademostradaran. Seaa = (ay,...,an,an+1), a =
(a1,...,an). El hechodequelosay, ... ,a,,an1 conmutercontodoslos elemen-
tosde 4 nospermiteconsideraia cualquierade los X, comoun 4-moduloensi
mismo.

Lan-uplaay,...,a, cumpleconlashipbtesisde estelemasi nosrestringimos
alespacioX, = a1 X +- - - +apX. La hipotesisnductivaindicaquea esnosingular
enXy.

Por el corolario 8.3, @ también esno singularen X, o lo queeslo mismo,
Hp(X,&) = 0 paratodo p.

Consideramoshorala sucesbn exactade 4-modulosobtenidaal hacerel

cocientede X = X, + an+1X por X,
0— Xn—X— X/Xy—0
Obtenemosleacuerdaal lema7.4 unasucesbn exactalargadehomolodgas
-+ — Hp(Xn, @) —> Hp(X,a) — Hp(X/Xn, @) — -+

Yavimos queH,(Xn, &) escero. VeamosqueHp(X /X, &) tambénescero,
conlo cual quedaéd demostradel teorema.La diferencialdy, : Ep(X/Xn, &) —
Ep_1(X/Xn, &) es

0] sijpAn+1

Op(X@ejA...Agj,) = L -
(=D)P anaX @€, A.. A€, Sijp=n+1

(donde[X| esla clasedeequialenciadex enX/X,). Estosedebeaqueg X € X.

Porlo tantolos elementosie Zy(X/Xn, &) = kerd, sonsumadecosasielaforma
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X ®ejA... A€, conjp#n+1.

Porotrolado,[X] = a3 [X1]+ - - - +ant+1 [Xnt1] paraalgunos«y, . .., xn+1 (porque
Xnt1 = X). Peroaixy + - - + annXn € Xn y porlo tanto[x] = an1[x]. Entonces
X ®ej, A...Aej, =8p1([Xn+1]) y porlo tanto,kerdy = Imdp, 1, Hp(X/Xn, @) =

{010

9 Complejosde cadenaparametricos

9.1 Lema

SeaX unespacialeBanachy a= (ay, ... ,an) unan-upladeoperadoreguecon-
mutanentresi. Paracadan-upladenimeroscomplejos\ € C" seaE(X,a—A) el
complejode Koszulasociadoy sead(A) = {8,(A) } sudiferencial. Recordemos
quedp(A) 1 E5(X) — EJ 1(X) esun operadoriineal acotadoparacadap € Z.
Podemodlecir que la aplicacbn A — &(A) es continuaen el sentidosiguiente:

Paratodoe > 0, A € C", existeuna > 0 tal que
Hép()\) - E)p()\’)H <€

paratodo||]A —N'|| < a y todop € Z.
DEM
Parap > no p < Oladiferenciald,(A) eslaaplicacbnceroy nohaynadaque

demostrarPara0 < p < n, delaidentidad(4) resulta

p |
Sp(A)x®@ej, A... A€, :Zl (=D @ —Aj)x@ej, A& ... Aej,
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Al restard(\') obtenemos

| (3p(A) —Bp(\)) x@ ), A ... A, |

p . N
= Hii (=D, = A )xeej AL .. g,

Bl
£ )\ji _)\ji‘

AN
x
M

< N, = I

< pmax
=1
< nfA=N] x|

Seaf € Ep(X,a), & = Z Xe Q €,

n
eeﬁ?p

@)~ BOE < Y @) - H)xae]
< (MnlA=N] x|
< nent =N X

Resultando
18(\) = 8p(\) || < n-nt A =N D

9.2 Definicion

Generalizanddo obsernado en el lema anterior se definecomplejode cadena
paramétrico de espaciogsie Banad dela siguientemanera:SeaY = {Yp, pe Z}
unasucesbn de espaciogde Banach. Notaremoscon D(Y) al conjuntode las
sucesionesle funcionesd = {3y, p € Z} talesque (Y,8) esun complejode ca-
denaesdecir, talesquedp € L(Yp, Yp-1), 8p—100p = 0.

Sea/\ un espaciaopologicocualquiera.Un complejode cadengaranétrico
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esunaaplicacbn 3: A — D(Y), 3(A) = {3p(A), p € Z} tal quecadaaplicacbn
Op : A — L(Yp,Yp—1) €SCONtINUAL.
Enel cascenqueYy, = 0 exceptoparafinitos p € Z diremosqued: A — D(Y)

esun complejode cadengaranétricofinito.

9.3 Observacion

Sia= (a,...,an) esunan-uplade operadoresontinuossobreun espaciode
BanachX entonceda aplicacbn 6 quedefinimosen el lemaanterioresun com-

plejo de cadenaparanttrico finito de C" en la sucesbn de espaciosE"(X) =

{Ep(X),peZ}.

10 ComplejoC(A,Y,d)

SeaA un espaciaopologico,Y = {Yp, pe Z} unasucesbn de espaciogie Ba-
nachy &: A — D(Y) uncomplejode cadengarangtricofinito.
Notemoscon C(A,Y)) al C-espaciovectorial de las funcionescontinuasde
A enYp. SeaC(A,Y) = {C(A,Yp),pe Z}. Definimosel complejode cadena
paranétricoC(A, Y, 3) = (C(A,Y), ), cuyadiferenciald = {5,) :C(A\,Yp) = C(A\,Yp-1),p€ Z}

est definidapor

~

Bpf (M) = M) ()

parah e Ay f € C(A,Yp). Esclaro queS ad definidaesunaaplicacbn lineal y

8p_1o Sp == 0
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10.1 Espaciococientey operadoresde rango cerrado

SeaX unespacialeBanachy F C X unsubespaciaerrado.Entoncesl espacio

cocienteX /F esunespaciade Banachconla norma
X[l = d(x.F) = inf{[lx+y],y € F}

donde[x] = x+ F eslaclasedex enX/F ([R-S], Ill.4).

SeaA € L(X,Y) unoperadorEl niicleodeA, kerA= A~1(0) esunsubespacio
cerradode X por la continuidadde A. Laimagende A, ImA = AX, encambio,
no esnecesariamenteerrada.Enlos casosenquesi lo seadiremosqueA esun

operadorderangocerrado.

10.2 Lema

SeaA € L(X,Y) un operadorde rangocerrado.Entonceda biyeccbn inducida

porA
A:X/kerA —s ImA

A[x] = Ax

esun operadoinversiblecon ||A|| =[|A]].

DEM

TantoX/kerA comolm A sonespaciogle Banach puestantoel nicleocomo
laimagende A soncerrados Estrivial queA esé biendefinidoy eslineal. A es

continuopues

|AX+Y)]] vy € kerA
< [JA] X+l vy € kerA

AL
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Luego ||AX|| < ||A]|]I[X]|, resultando||A|| < ||A]l. Ademés, paracadage > 0
existealgnx € X con||x|| < 1y ||AX| > ||Al| — €. Pero||[X]|| < [|x]| < 1, luego
|AX|| = l1AX] > [|A]| —e. De ati que||A]| > ||A]|.

FinalmenteA € L(X/kerA,ImA) esbiyectivo y por lo tanto([R-S], teorema
11.11) A=L € L(ImA, X/ kerA).

10.3 Corolario

En las condicionesdel lemaanterioy dadoAx = y se podia encontrarx’ € X tal
queAX =y, [IX|| < K|l todavezqueK > ||A~2|.

DEM

Comoy € ImA, sepuedetomar(u] = A-ly. Au=A[u] =y. [u] < [|A~2] |ly]|.
Estoquieredecirqueinf {||u+2|| : z€ kerA} < ||A=1|| |ly||. Existeentonceslgun

X =u+zcon|X|| < [|A7Y| |yl y AX = AX + A(u—x) = Au= Ax=y.

10.4 Teorema

Sead : A — D(Y) un complejode cadengparanétrico finito comoen 9.2. Sea
Ao € A tal que (Y, dp(Ao)) esexacto. Entoncesexiste un entornoU deAg tal que
(Y,0p()A)) esexactoparatodoA € U.

DEm

Fijemosp € Z. SeaA = dp,1(Ao), B=8p(Ao). Entonces

A B

esunasucesbn exactade espaciogle Banach,e ImA = kerB esun subespacio
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cerrado(los nucleossoncerrados).TambienIm B escerrado puescoincidecon
kerdp_1(Ao).

De acuerdaal lema10.2sepuededefinir el operadorA : Xp+1/ kerA— ImA,
queresultaunisomorfismode espaciosleBanach SuinversoA~! esun operador

lineal continuo.Seak = kp1(A) = AL
1. Dadaunasucesbn exactade espaciogle Banach

A B

X —Y —Z

dondeimB escerradoseam®’ € L(X,Y), B’ € L(Y,Z) talesque||A—A||, ||B—B/|| <

y. EntoncesxisteK > 0 tal queparatodoy € kerB' existex € X tal que

x| < Kyl
IAX=yll < Kylly]

Dem: Seay € kerB' fijo. SearKo > ||[B~2||, Ky > [|A7Y]|. ||By]| = ||By—B'y|| <
y|lyll. Por10.3existey €Y tal que By = By, ||Y|| < Ko||By||. Luego
IV[| < Koy|lyll. Comoy—Y € kerB=ImA, existex’ € X talqueAx=y—Y.

Nuevamentepor 10.3 existe x € X tal que Ax = AX, ||x|| < K1||AX| =
Kelly=YIl- lly=YlIl < IVl + Il < Iyl + Koy Iyl < (14 Koy) [lyl]. Luego
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[IX|] < (1+ Koy)Ka [|y]-

IN

[AX—AX| + [|Ax—Y]|

A= ATHIX]| +[[(y=Y) +YIl
YIXI+ 1Yl

V(14 Koy)Ka [ly[| + Koy lyll
YKLyl

IAX=Yll

IN

NN A

conK = 1+ KgyKy + Kpy.

. Existeunytalquesi||A—A'||, ||B—B'|| < yy B'/A’=0, entonce$a sucesbn
A B
X — Y — Z esexacta.

Dem: Podemo<legir y enla parteanteriortan chico comoseanecesario.

Tomamosy tal queKy < % Seay € kerB' cualquieraExistex; € X tal que

all < Kilyl
A =yl < 3yl

Seay, = A'x; —y € kerB'. Existex; tal que

ell < Kllyall < 5 Iyl

1A%z = ya|| < lIyall = F1IAX0 —yIl < Z ]IVl
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En generabodemogiefinirdossucesionesg,, y, talesque

1
iynll < syl
1%l < syl

i /
i;Axi—y

Seax = ZA’xi. SeaA'x =Y.
i:

< =yl

3. Aplicandolatécnicaanterioralasfinitasparejasieoperadores\= dp(Ao), B=
dp-1(A0), 0 < p< nseobtieney= minyp tal quesi mgx{ [8p(\) = 3(Ao) ||} <
y entoncesel complejoes exacto. La continuidadde la diferencialdp(A)
garantizajueparaalgna > 0, ||A — Ao|| < a implica ||3p(A) — 3p(Ao)|| <

y. El entornobuscadcesU = {||]A —Ao|| < a} O

10.5 Corolario

Sia=(a,...,an) esunan-uplaconmutatva de operadoregn L(X) entonces
o(a) escerrado,porqueC"\ o(a), el conjuntode los A tal que E(X,a—A) es

exacto,esabierto.

10.6 Observacion

En la demostradn anteriorse puedeobsenar que ||x|| < K]||y||. Porlo tanto,
paratodoy € kerB' existex € X tal que A'’x =y, [|x|| < K|ly|]. O sea,kp(A) =
|A=1]| < K = K(p). Aplicandoesteresultadaa lasfinitas parejasde operadores
del complejoseobtieneunacotaM :mr?xK(p) + 1 tal queky(A) < M paratodo

AeU.
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10.7 Teorema

Sea\ un espaciotopologico localmentecompacto,Y = {Yp} unasucesbn de
epaciosde Banachy & : A — D(Y) un complejode cadenaparanétrico finito
tal que(Y,8(A)) esexactoparatodoA € A. Entoncesgl complejoC(A,Y,d) es
exacto.

DEm

Suponemogprimero/A compacto.De acuerdoa 10.6, paracadai existe un
entornoen el cual kp(A) esacotadoparatodo p. Siendo/A compactose puede
tomarunacotaM tal quekp(A) < M paratodoA € A, 0 < p < n. Seaf € kerdy;
estoes,dp(A) f(A) =0VA € A. Seary, a2 > 0. C(A,Y,) esunespacialeBanach
conlanormal| f|| =sup||f(A)|| < « puesA escompactoParacadai € A existe

i AeN
unabiertoU, tal que

T —fA)]| < ar VN eU,
Hép_;_]_()\) - 6p+1()\,) || S sz V)\I € U)\

y paracada\ hayunx, € Yp,1 tal quedp1(A)x; = f(A), puesf(A) € kerdp(A)

y el complejoesexacto.Entonces
161 < ko) [[Bpr2 ) [| < MIIFQ)]

(donde[x]] esla clasedex, enYp,1/kerdp;1) y existex, tal quedp 1(A)x, =
FA) Y [xall < M.
{Ux} esun cubrimientopor abiertosdel compacto/A. Podemosomar un

subcubrimientdinito Uy, ... ,Un, Ui = Uy, Xi = X .
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Sea

N
=3 xdi(A)
21
donde{¢;} esunaparticion de la unidadasociadaal cubrimiento{U;}. Como

1]l <M,
Qo) < M|f]]

dp+1(A)go— f esunaprimeraaproximacdna f:

N

[Bp+1(M)go— || = ;6p+1 F(A) di(A)

N
Zépﬂ % = S (M) + FON) = F(A) 9i(A)

IN

< ; 18042 (N)% — 8pea )| 1%l + 11T X)) = F ) 14 (A

PuestayueA € U; endonded;(A) noescero,los primerostérminoseséinacotados

poraz||xi|| y los segundospor a4, resultando
18p+1(N)go— f[| < az|xi[| +a1 < M| fl|+as
Tomandoahoraa, y a1 corvenientebtenemos

H5p+190— fH
lgoll < M|

Seanfo = f, f1 = fo — dp+100. Repitiendcel procedimientsepuedeobtener
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g; tal que
|[8p+201— fa|| = [|Op+2(91+90) — f|| < 3
lgall < MIIfa]l <

Engeneralseobtieneunasucesbn defuncionesy; € C(A,Yp41) tal que

laill < ¥
i
6p_|_1 g) —f
(20

Lafunciong = Z g cumple
i=1

1
< P!

Opr19=f

Enel casdocalmentecompactgpodemogomarunentornocompactalecada
punto, obtenerun subcubrimientdocalmentefinito {U;} y unaparticion de la
unidad{¢;} asociada &l ([Kelley], 5.W). ParacadaU; encontramosinag; que

coincidacon f sobreel compactdJ;, paraterminardefiniendo

g=> gii0

11 Complejosdefuncionesanaliticas

SeaX un espaciode Banachy U c C" un abierto. Unafuncion f : U — X es

analtica (holomorfa) enU si admiteparacadaw € U un desarrolloen seriede
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potenciasabsolutamenteonvergenteenun entornoV dew:
f(2) =Y a(z—w) (13)

donde = (iy,...,in) recorretodadasn-uplasdeenterosnayores igualesacero,
(z—w)' = (zz—wy)'t--+ (zo—Wn)'" y & € X paracadai.
NotaremogonA (U, X) al conjuntodelasfuncioned) — X quesonanaiticas.

Asociamosa la seriede potenciag13) la seriede potenciageal
S llaiffr" (14)
|

dondefi|=i1+---+in, r €R.
Presentamoalgunosemasclasicossobrefuncionesanalticas. Si biennues-

tras funcionestienenimagenen un espaciode Banachen lugarde R o C, las

demostracioneguedernrepetirsgpasoa pasodelasversionesonocidagparafun-

cionesconcodominioenC.

11.1 Lema

Si f esunafuncion anaiticaenw € U la serie(14) escorvergenteenun entorno
decero.

DEM

La serie(13) esabsolutamenteorvergenteenun entornoV dew; tomandor

talque(wy +r,... ,Wy+1) € V seobtienela corvergenciade (14).
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11.2 Lema

Si R> 0 esel radio de corvergenciade (14), la serie(13) escorvergenteenel
polidiscoD = {ze U : max(|wy — zi|,..., |Wh—zn|) < R}.
DEM

Si(z,...,zy) € D, laserie

S llaill [wy — 22"+« jwn — zo"

quedaacotadapor ¥ ||aj||r!'l, donder = max(|wy — z1|, ..., [Wn — zn|).

11.3 Lema

La representadin de unafuncion 6 : U ¢ C" — X como seriede potenciases

Gnica.([Mujica], Lema4.7)

11.4 Lema

Sean
A(2) = Zaezi a € L(X,Y)

x(z):zxizi X € X

absolutamenteornvergentesen un entornoU de cero. Entonceda serie”pro-

ducto”
ZainZiH
1]

querepresenta A(z)X(z) escorvergenteenun entornodecero

DEM
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Esconsecuencidellemall.2.En efecto,la seriedelos moduloses

> lail [ r*!

1]

y represental productode dosfuncionesanalticasreales, ||a| r'y >[Il rl,
l ]

de maneragueescornvergenteenun entornodecero.

11.5 Lema (Seriede Laurent)

Todafuncion g € A(C\ {0}, X) (X un espaciode Banach)seescribede manera

9(2) = ne; XnZ"

paraalgunosx, € X, demaneragjue

Unicacomo

1. Laserie %xnzn = g1(2) corvergeparatodoze C
n>

2. Laserie Z))an” = g2(2) corvergeparatodoze C
n>

3. 9(2) = 01(2) + 92(1/2) essumade dosfuncionesanaiticasen C\ {0} con

01 analticatambiénenceroy gz(0) = 0.

([B-G], Prop.2.4.8)

11.6 Lema (Teoremade Liouville)

Sig € A(C,X), X espaciode Banach,es acotadagentonceses constante.(Ver
[B-G], 2.1.20),([Mujica], Prop.5.10)
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SeaY = {Yp, p € Z} unasucesbndeespaciosleBanach.El conjuntoL(Yp, Yp-1)
de operadoregontinuosesun espaciode Banachy podemosconsiderarel con-

11.7 Definicion (Complejo Analitico)

Sead : U — D(Y) un complejoparangtrico de espaciosle BanachconU c C"
abierto.Diremosqued esanalitico sidp : U — L(Y)p, Yp_1) esanalticaparacada

peZ.

11.8 Obseracion

Sea(ay, ... ,an) unan-uplade operadore®n £(X) queconmutanentresi. Sea
O(A1,...,An) eloperadodebordedel complejodeKoszulE(X,a; —A1,... 80—
An). Entonces: C"— D(E"(X)) esuncomplejodecadengarangétricoanaltico.
Mas alin, cadady, : C" — L(E5(X),Ep_;(X)) esun polinomio de grado1 en
A1,.-. A

DEM

Seag € Ej(X). Deacuerda (6),

E= 5 x®e= ) (R e

n n
SEpr SE‘BP

DondeP: € L(EJ(X), X) sedefinepor

P Y X®e=X,  parago € By

n
€€ pr
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Aplicandodp(A) obtenemos

SHNE = 3 (AP ee

eeﬂzg
Zl aj; — Aj; P&@s.)

|
/. ~

eCB) \
= SGZEB |Z\Q8| aj — Aji)Peg
Luego
Op(A) ZQS.aJ|P€ Qe AjiPe (15)
eEBYi
donde

Qg € L(X,Ep 1(X))

Qe X=X®ej A...§ ... Agj,0

12 ComplejoA(U,Y,d)

12.1 Def

Dadoun complejoparangétricoanaltico deespaciosle Banachd : U — D(Y) se
puededefinir, de maneraarélogaalo hechoanteriormenteonlasfuncionescon-

tinuas(Seccon 10),elcomplejoA(U,Y, d) sobreos espacios{A (U, L(Yp,Yp-1)),P€ Z}
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mediantda diferenciald definidapor
8pf(2) =8p(2)1(2) (16)

paraze U, f € L(U,Yp). Buscaremosinresultadcsimilar al teoremal0.7enel

cualsepresere no solo la continuidadsinotambgénla analiticidad.

12.2 Lema

SeanX,Y,Z espaciogle Banachy U c C" abierto. Seana : U — £(X,Y), B:
U — L(Y,Z) analticas,talesquelma(z) C kerp(z) paraze U. Seazy € U tal

guela sucesbn
a(0) B(2)

X — Y — 7

esexacta.Seand : A(U,X) — A(U,Y), B: A(U,Y) = A(U, Z) definidaspor
af(z = a(29f(2

Ba2 = B(29(2

existeentoncesin entornoV dez tal que

G B
AV, X) — AVY) — A(V,2)

esexacta.

DEM
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Podemosuponessin péerdidade generalidadjuezg = 0. Sean

a2 = Za;zi
B@ = )bz

losdesarrolloenseriedea y 3, corvergentesenun entornodecero.La exactitud
enz significaquelma(0) = kerB(0). Aplicandoel lema10.2al operadorA =
a(0), seak = || A71]|.

Seag € ker, oseag € A(U,Y) talqueB(2)g(z) = O paraze U. Sea

92 = yiz

sudesarrolloen seriede potenciasvalido enun entornode cero. Buscamosina
f € A(U,X) tal queg(z) = a(z)f(z) paratodoz. Encontraremoprimero los

terminosdela seriede potenciagpara f

f(2 =Y %z

paraestudiara continuacbn sucorvergencia.

Especializandenz= 0 obtenemosi(0) f (0) = agxo = g(0) = yo. Perop(0)g(0) =
0y kerB3(0) = Ima(0) por hipbtesis,luego existe un Xg tal que agxo = yo. Mas
alin,podemoslagirlo demanerague||xo|| < k||yo||- Aplicandod axy obtenemos
unaseriede potenciagjuedifiere de g Unicamentesn términosde gradomayor

quecero.
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Supongamoguesehanencontraddos téerminosx; dela serieparaf hastael

ordenm, y sea
(@)= 5 xz

li[<m
La serieg(z) — a(z)Sn(2) contienelnicamentéérminosde gradomayoro iguala
m+1:
92-a@S(2)= 5 wWZ+Qmu(?

li|=m+1
donde

Wi=Y¥i— 3 aXi-y
o<u<i

y Qm+1(2) contienetérminosde gradomayoro igualam+ 1. Aplicamosf(z) a

la igualdadanterior

B@[92) ~a@Sn(2]=B(29(2) ~ 5 B@)a(@xz =0

li[<m

Porconsiguientd3(z) ( wWiZ + Qm+1(z)> = 0. Luegola serie

[i|=m+1

S bwiZ" 4+ B(2)Qmii(2)

|
|j]=m+1

seanulaenun entornode cero. Todossuscoeficienteslebeanserceroenvirtud
de la unicidadde la representadin como seriede potencias.En particularseia

bow; = 0 para| j| = m+ 1. Sepuederencontrapor consiguientdos x; talesque

aoXj = W] [j[=m+1
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y completara seriede f hastael gradom+- 1. Los X; puedertomarsede manera

que||x;|| < k||w;|

, estoes,

nxjna(nmw .nanuxj-iu)

0<i<]j

Sea
Si@=S@+ Y x2

|j[=m+1

ADS1@D=a@S@+ 5 axZ+ Y axz?
[j[=m+1 i[>0
|i[=m+1
entoncesy(z) — a(z)Sn1(2) contienelnicamentetérminosde orden mayor o
igualam+ 2.
Procediendénductvamentehemosobtenidounaserieparaf quehacevalida
la ecuacdn formal a(z) f (z) = g(2) entreseriesde potenciasParaprobarla con-

vergencia,seand, p positvostalesque
Jalls! < p <
2 k

Y tal quelasseriesdegy a sonabsolutamenteorvergentesnel entornodecero

dadoporP = {z: max{|z|,1 <i < n} < &}. Seah la funcibn definidaenP por

Ixoll p+ S IIyillZ
h(2) = ‘;

p— llalZ

h esun cocientede funcionesanalticasdefinidoentodo P y espor lo tantouna
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funcibnanaltica. Seaz viZ la seriedepotenciasisociadacorvergenteenP. Los

|
coeficientey; quedardeterminadogor la relacbnrecursva

Yo = X
i = %(IIV;‘IH_ZIIaiIIv;'—i)
&

(Ver[Gleason]Lemal.7).
Porinduccbn resulta||x;|| <y; paratodo j y la seriede potenciasde f ha
guedadacotadgor la de h, queescorvergenteen P. Porlo tantonuestraserie

esabsolutamenteorvergenteentodoel entornoP.

12.3 Corolario

Sead : U — D(Y) uncomplejode cadengparanétrico analtico de espaciosie

Banachdelongitudfinita,U C C" abierto.Seazp € U tal que(Y,d(z)) =

&(z0) () 01(20)

O—Y% — -+ — Y1 — Yo—0
esexacto.Entoncesxisteun entornoV > zp tal queA(V,Y,d) =

&
0—AV,%\) — -+ —AMV,Yo) —0

tambinesexacto.
DeEM

Bastaé tomarla intersecadn de los entornosobtenidosen el lemal2.2 para
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cadasggmento
Op(20) Op-1(20)
Yp — Yp_]_ — Yp_2 D

12.4 Haz de gérmenesde funcionesanaliticas

Quisieramoscorvertir el resultaddocal obtenidoen 12.3enuno global; estoes,
encontrarcondicionessobreU paraquela exactitudde (Y,d(z)) entodoze U
impliquela exactitudde A (U, Y, d). Recurriremogparaello ala teoiia dehaces.
Definimosel hazO = O(U, X) degérmenesiefuncionesanaiticas(holomor
fas)de un abiertoU c C" enun espaciode BanachX comoel conjuntoquese

obtieneal cocientara clase
{(x,f,V):UDV,V abiertoxeV, f € A(V,X)}
porlarelacbn deequialencia
% £,V) ~ (y.9,W) & x=Y, f/vrw = 9/vrw

Dadox €V, V abiertoenU, f holomoraenV, senota&|f], alaclaseo fibra

de(x, f,V). Dotamosa O dela topologageneradgor los conjuntos
{f,W}={[f],:xeW} (17)

DadoV C U abiertoel grupode seccionesleV en O, ' (V, O), coincidecon
el grupodelasfuncionesanalticasdefinidasenV, A(V, X).

El conjuntode las funcionesanalticas definidassobretodo U, A(U, X), es
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isomorfoal conjuntol” (U, O) delasseccioneglobalesqueasuvezesisomorfo
al primergrupode cohomologa H%(U, 0) del haz.

Paralas definicionesy los detallesde la construcadn del hazde gérmenegie
funcionesanalticas,cohomolodadehacesy laspropiedadearribamencionadas

puedeconsultarsepor ejemplo,[Krantz], 6.2.

12.5 Lema

Sead: U — D(Y) uncomplejode cadengarangtricoanaitico, tal que

%(2) d1(2)

O—Y% — ---—Y1 — Yo—0

esexactoparacadaze U c C", 8, € A(U, L(Yp,Yp-1)) paracada0 < k < p.

Entonces) induceunasucesbn exactadehaces
gk 81
0—OoU,¥%) — ---—0(,Y;) — O,Yg) — 0
donde
Op([f],) = [dpfl,

paraze U, f € A(V,Yp).

DEM

1. dpf € A(V,Yp-1) porel Iema11.4,demaneraque8p estbiendefinida

2. 5p esunmorfismode haces En efecto:
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e dp esunmorfismoenlasfibras:

8 ([fl,+d,) = dp(f+d))
= [Op(f+0)],
= [Opf -1—6pg]Z
= [3pf],+[Bpdl,
= &p([f],) +5p ((d],)

o 5p escontinuo: Sea{f,V} un abiertoelementalde O(U,Y,_1) comoen
(17). Sealh],, € 551({f,V}). Entoncesdp(z)h(z) = f(z) paratodoz en
un entornoW de z. Paracadaze WNV se@ d, ([h],) = [f], € {f,V},
resultandcel abierto{h,v N"W} € &, ({f,V})

[ ] gp_logp = O

Bp-1 (3p ([f],)) = [8p-18p ], = [0,

e Im Sp = kergp_l: Sedg), € kergp_l. Entoncegdpg], = [0],. Estosignifica

quela funcion dpg seanulaenun entornode z. Ademas, la sucesbn

(2 82

esexactapor hipotesis. Por el lema12.3 existira un entornoV ¢ W de z

donde B B
6p 6p71
AV,Yp) — A(V,Yp—1) — A(V,Yp-2)

esexacta.dpg |v= 0, demodoqueg € kerd,_1 |v=Imd, |v porla exacti-
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tud. Existiraentonces € A(V,Yp) tal quedph = g. Resultalg], = [dph], =
6p ([h]z) O

12.6 Obseracion

Fijadosun abiertoU ¢ C"y unasucesdn finita de espaciosle Banachyy, ... Y,
notaremogon Op = O(U,Y)) al correspondientbazde funcionesanaiticas.
Dadouncubrimientol deU porabiertosnpotaremogonC' (U, Op) alosgru-
posder-cocadenag coney, : C'(U, Op) — C'*+1(w, Op) al operadode coborde.
SeanZ' (U, Op) = kere}, los gruposde cociclos,B" (U, Op) = Ime},_; los cobor
desy H' (U, Op) = 2" (U, Op) /B' (U, Op) los gruposde cohomoloda correspon-
dientes.Los gruposde cohomologa H" (U, Op) deU sonel limite directode los

gruposH' (1, Op) sobretodaslas particionesu.

12.7 Lema

En las condicionedel lemal2.5, supongamosjuela cohomoloda de todoslos

hacesOj, estrivial. Estoes,
H(U,0,) = {0}  parai>0
Entoncesetendia quela sucesbn

6k 61
0— AU, Y% — AU, Y1) —---—AU,Y;) — AU,Yp) — 0

esexacta.
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DEMm
Sea Z, = kerdp el subhazde las funcionesque localmenteperteneceral

nlcleodedy. Entonces

i 3p

0— Zp — Op — Zp-1—0

(dondei esla inclusion) esunasucesbn exactade hacespuesel nicleode o, es
Zn, Y SUIMagenZy_1, el nicleode d,_1, conformeal lemal12.5. Estasucesbn
p p p

induceunasucesbn exactalargaenlascohomologas:

0 — HOU,z,) — HOU,0p) — HOU,z, 1)
— H(U,z,) — HYU,0p) — HYU,zp-1)

— H2U,z,) —

(Esteresultadoes [Krantz], Teorema6.2.16, paraespaciosjue seanparacom-
pactos;Yp, comotodoespacianétrico,lo es)

PorhipotesisesH' (U, Op) = 0 parai > 0, luego hayunasucesbn exacta
0—H'(U,Zp1) — H*Y(U, Z2,) — 0

parai > 0y cualquierp. Siunodeestosgruposestrivial el otro tambinlo se&.
Dadoqueparak < p esYp = {0} y por lo tantotambin Hi(U,Zp) =0, por
induccbnobtenemo#i’ (U, Z,) = 0 paratodoi > 0. EnparticularH*(U, Z,) =0

paracualquierp y por consiguiente
0— H%U, z,) — H°(U, 0p) — H%U, Z5_1) — 0
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esexacta.

HO(U, Zyp) esel conjuntode lasseccioneglobales gquepor definicion es
M(U, Zp) =kerd, = {f € A(U,Yp) : f(2) € kerdp(2)vVze U}

y la accbn de dp sobrelos germenesie funcionescorresponde la de o, sobre

lasseccioneglobalesde maneraguela sucesbn anteriorsereescribe

i Sp

0 — kerdp, — A(U,Yp) — kerdp_1 — 0
Resultandda imagende dp igual al nlcleode dp_1, demodoque

Ok
0— AU, — ---—AU,Yy) —0

esunasucesbn exactd

12.8 Dominiosde Holomorfia

Un abiertoU ¢ C" sellamadominiode holomorfa ("domainof holomorphy”)si
no existenabiertodJ;,U, talesqueU, seaconeo, U, ¢ U, U; Cc UoNU y para
cadafuncion holomorfa ¢ € A(U,C) existeunay € A(U2,C) tal qued =y en
Us.

Si bienestadefinicion esdificil de manejaresfacil ver quecualquierabierto
coneo enC esun dominiode holomorfia, y tambientodo subconjuntaonvexo

de C" (ver [Krantz], 0.3.1). La equivalenciade estacon otrasdefinicionesde
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dominiode holomorfia(pseudocovexidad)essujetodediscusbn enla teoliadel

aralisiscomplejo.A nosotromosinteresasolo el siguienteresultado

12.9 Lema

SiU esundominiodeholomorfia,entonced’ (U, O(U, X)) = 0 paratodoespa-
cio deBanachX y paratodor > O.

Esteteoremaesexactamentel corolario6.3.2de [Krantz]. Sudemostradn
sebasaendoshechos:

1) Todaformacerradasobreun dominiodeholomorfiaesexacta(ecuacbn 5)
teoremagll.3y 42.5de [Muijical.

2) Los gruposde cohomologa de Dolbeaultkerg/ Ima sonisomorfosa los
gruposde cohomologa H" (U, O) (isomorfismade Dolbeault) La demostradn
de estehechoquesehallaen[Krantz] 6.3.1parafuncionescon codominioen C

seaplicaigualmentecuandaomanvaloresenun espaciade Banach.

12.10 Teorema

SeaU c C" un dominio de holomorfia, d : U — D(Y) un complejode cadena
paranétrico analitico finito. Si el complejo(Y,d(z)) esexactoparatodoz € U,
entonce®l complejoA(U,Y, d) esexacto.

DEM

Porellemal2.9,elhazO(U,Y,) tienehomolodatrivial paracadap. El lema

12.7indicaqueel complejoA (U, Y, d) esexactoenestecasadl
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13 Exactitud en «

Sead : U — D(Y) un complejode cadengparangtrico analtico de espaciosie
Banach.Decimosgued esexactoene si 3p(w) = wdp(1/w) tieneunasingulari-

dadevitableenceroparatodo p y el complejo(Y,3(0)) esexacto.

13.1 Lema

Seadp(z) = ap+ zhy conap, by € L(Yp,Yp—1) parak > p > 0. Si el complejo

(Y,d) esexactoparacadaz € CU{«} entonceparacadayp € ﬂ kerdp(z) existe
zeC
UNypt1 € Ypy1 tal quedpr1(2)yp+1 = Yp paratodoze C.

DEM
SeaB(z) € D(Y) definidapor

Bp(W) = wdp(1/w) = way + by

EntonceqY, (w)) esexactoparatodow € C. Siw = 0 seiaporla exactitudded

enoo; siw# 0,

xekerBp_1 & Bp-1(w)x=0 & Wop_1(1/w)x=0
& wxekerdp_1(1/w) < wxelmdp(l/w)
& wx=38(l/w)y & x=wdp(l/w)%

& X € ImBp(w).

Seay) € Y tal quedp(2)yp = 0Vz e C. EntoncesambienBp(z)yp =0Vze C,
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Porelteoremal2.10,existenfy, f, € A(C,Yp41) talesque

Op+1(2) f1(2) = yp vzeC
Bp+1(2)f2(2) = yp Vze C

luego entonces
1 1
dp+1(2) [fl(Z) —5f (E)] =0 Vz#0

Utilizandonuevamenteel teoremél 2.10existeg € A(C\ {0}, Yp_2) talquedp;2(2)9(2) =
f1(z) — % fz(%) paratodoz # 0. Porla escrituraenseriede Laurent(Lemall.5),

existeun pardefuncionesg; € A(C,Yp_2), 92 € A(C,Yp_») tal que

9(2) = 91(2) + G2(1/2)
0200 =0

La funcion 8p;2(1/wW)g2(W) = ap202(W) + bp+2v—1vgz(w) tieneunasingular
idad evitable en 0, dadoqueg,(0) = 0. Estosignificaquedp;2(2)g2(1/2) tiene

limite cuandoz — . La funcion

1(2) ~ Bp120(2) =  F2(3) ~ Sp2(2)ee()

esanaltica en C por la expresbn dela izquierda,y en C\ {0} U {e} por la ex-
presbndela derechaPorel teoremadeLiouville, debeaserconstanteSeayp, 1

esaconstanteEntoncesdp(2)yp+1 = yp paratodozO
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14 Propiedadesdel Espectro

14.1 Definicion

Seaq un algebrade Banach.Sellamaradio espectal rq(a) dea € 4 al nUmero

ro(a) = sup |z
zco(a)

Llamaremosnulti-radio espectal dea= (ay, ...,an) € A" alan-upla
rs(@) = (ro(a);---,ro(@n))

14.2 Lema

El espectrade Taylordea = (ay,... ,a), est contenidoen el polidiscocerrado
Dro(aq) X -+ X Drg(an), demultiradiorg(a).

DEM

Seaz = (z,...,zn) € C"\rg(a). Entonces| > rq(aj) paraalglni. Estoquiere
decirquea; —Ajl esnosingulary, porel corolario8.3,(a; — z, ..., 8h— Z,) también

esnosingular Porlo tanto,z¢ o(a).

14.3 Teorema

El espectras(a) escompacto.
DEM
Porellemal4.2,6(a) esun subconjuntacotadade C". Ademas,enel coro-

lario 10.5vimosquea(a) escerrado.
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14.4 Teorema(Propiedadde la proyeccbn)

Seamay, ... ,an,an.1 operadoreen £(X) queconmutarentresi. Entonces

mn(o(ag,...,an,8+1)) = 0(ag,...,an)

dondert: C'1 — C" esla proyeccbn sobrelasprimerasn coordenadas.
DEmM

Conocemoyalainclusion
n(o(ala .-, an, an-l—l)) C O-(ala --- 7an)

(corolario8.3). Veamoda otra.

Seal = (A1,...An) € 0(ay, ... ,an). Debemosrer queexistealgiin z € C tal
que(A1,...An,2) € 0(ay, ... ,an+1). Supongamospor el absurdogueno existe
tal z Entoncessei (A1,...An,2) ¢ 0(ay,... ,an+1) paratodoz e C. Sead(z) =
& (A1,...An,2) eloperadodebordedelcomplejodeKoszulE (X, a1 —A1,. .. ,an—
An,ani1—2) = (E™Y(X),8(2)). & : C — D(EML(X)) esuncomplejodecadena
parangtricoanaltico finito, polinomiodegradol enz (obs11.8). Estecomplejo
es exacto paratodo z € C pues(ag — A1,...,8,— An,@n+1 — 2) €S N0 singular

Ademas,d esexactoeno. Enefecto,por(15)y (7) se&

p .
52 = 3 5 (-1)''Qa(a;—Aj)PR

aeﬁzgizl

+ 3 ¥ (=1 Qaney., (@) —Aji)Perens
seﬁ;&ll:l

+ Y (-1)"Qe(ant1—2)Perery
86@371
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y porlo tanto,
lim wop(1/w) = 5 (~1)™'QePenery

B,
esteesexactamentel operadoide bordedel complejode Koszulasociada la n-
upla(o,...,0,1), queesnosingular(corolario8.3). Luegod’ esexactoenC U {0}
y satisticelashipotesisdellemal3.1.

Obseremosahorala construcadn 8.1. Como hemossupuestaque (a3 —
A1,...,8y— An) essingular el complejode Koszul correspondientéE"(X), 8)
no podia serexacto. Sin embago, sea& € ker dp. Entonces(con las mismas
notacionesde 8.1) &,(2)Up€ = Hp-10p& = 0 paratodoz € C (10). Porel lema

13.1,existen € E; 11 tal que

,p+1(z)r] =Up¢ VzeC

Sedvpn| laclasedevpn enHp_;(X,a1—A1,... ;8 —An). & [vpn] = [&] (ver

obsenacibn 8.2),demaneragjue

(Bni1 -2 vpn] =€) vzeC

entonces

z[vpn] = ant1[vpn] —[§] VzeC

y por lo tanto[vpn] = 0, dedonderesultag] = 0. EstosignificaqueHp (X, a3 —

A1,...,8,— Apn) = 0 paratodo p, absurd®l
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14.5 Propiedad(invariancia)

Seaq € L(X,Y) inversible. Seaa = (ay,...,a,) unan-uplade operadore®n
L(X) queconmutanentresi, y seaa = (a,,...,a)), & = qaq~! € L(Y). En-
tonceso(a) = o(&).

DEM

Seal = (Aq,...An) € C". ginduceunisomorfismoentrecomplejosde Koszul

a:E(X,a—A) = E(Y,a —A) porgp(x®ej; A...A€j,) =ax®@ej A...Aej,. En

efecto,
Op-10p(x®€) = ¥ (—1)"tq(aj; —Aj)x®Ej
= 3(-1"- 1(OIaJ. ) raxX® )
= (-1 (@& —Aj)ax®E],
= 5’Qp(x®3)

(dondedy &' sonlasdiferencialesleE(X,a—A) y E(X,a& —\) respectramente)
y lasucesbn
Op
0— Ep(X) — Ep(Y) —0
esobviamenteexactaparacadap. Aplicandoel lema5.1 a la sucesbn exacta

0— E(X,a—A) — E(Y,a —\) — 0— 0 seobtiene

O
0— Hp(X,a—A) — Hp(Y,a —A) — 0

demaneraqueHp(X,a—A) esisomorfoaHy(Y,a — ) paracadapd
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14.6 Teorema(Permutacion deindices)

Seat: {1,...,k} — {1,...n} inyectva (k < n). Sia= (a,...,a,) esunan-
uplade operadoregn L(X) queconmutarentresi, seat*(a) = (a(),-- - k) Y

T(A) = (Aqqa)s - - -Aq)) parai € C". Entonces
o(t"a) =1"0(a)

DEM

1. Sik=n, T esunapermutaddn deindices,queinduceunisomorfismoentre
loscomplejosdeKoszulE(X,a—A) y E(X,t*a—T*A), definidopor Tp(x®
& A AEjy) = X® €1y A... Aeajy. Esobvio queTy: Ef(X) —
EB(X) esun isomorfismo,y podremosaplicarla mismaideaqueenenla
demostradin dela propiedadl4.5si demostramosgjueT conmutacon las

diferenciales.
-prlép(x® ejl VANWAN ejp)
= 3 (- )"y — M) Tp(x@ e, A G AE)
= z(—l)ifl(anfl(ji) — )\Trfl(ji))(x® erl(jl) AN... erfl(\h) BVAN erl(jp))

= 6Ip(X® e{fl(jl) A... e[fla) AN e[—l(jp))
=, Tp(X® e A...A€j)

2. Enelcasoenquet(i) =i, 1<i <k, " essimplementda proyeccbn

sobrelasprimerask coordenadag; estamo®nel casodelteoremal4.4

3. El casogenerakesconsecuencide(a)y (b)O
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14.7 Corolario (Espectro no vacio)

Si X esun espaciode Banachno vado, o(a) # 0 paracualquiern-uplade oper
adoresa queconmutarentresi.

DEM

Sabemogpor ejemplode [Kreyszig], teorema7.5-4) que o(ay) # O por ser
deun operadoracotadode un espaciade Banach.Aplicandoel lemaanterior la

proyeccbndea(ay, ... ,a,) sobrela primeracoordenad&so(a; ), ho esvado.

15 Transformada de Gelfand

Sea4 un algebrade Banachconmutatva. Notaremoscon A(4) al conjuntode
los idealesmaximalesde 4, llamadotambién especto de 4. SeaM € A(A4).
El cociente4/M esun cuerpoisomorfoa C ([Mujica], Teorema29.6),de man-
eraquela proyeccbn mi: 4 — 4/M seidentificacon unafuncion lineal mul-
tiplicativa continuade 4 en C. Inversamentetodafuncionallineal multiplica-
tivad : 4 — C tienecomonlcleoa un ideal maximal. Se obtieneunaidenti-
ficacion entreidealesmaximalesy funcionaledinealesmultiplicativascontinuas
(ver [Mujica], Teorema30.3). Esto permitedefinir la transformadade Gelfand

AN:A—{P:A(A4)— C} por

paratodaa € 4, ¢ € A(A4). Utilizaremosen adelantelas letras M y ¢ para
referirnosa los elementosie A(A4) vistoscomoidealesmaximaleso funcionales

multiplicativas,respectramente.

63



Dotandoal conjuntoA(4) dela topologaqueenél inducela topologa débil-
* del espaciaual 4*, quecoincideconla minimaquehacecontinuasatodaslas

4, seobtiene([Mujica], Teorema30.6):

e aescontinuaparatodaa € 4

e A(A4) escompacto

e [[8] =rq(a)

Seaa= (ay,...,an) unan-upladeelementosie 4. Definimossutransformada
deGelfandconjuntad: A(A4) — C" por&(M) = (&1(M),. .. ,&n(M)).
15.1 Lema

Seaa € 4"y sea(a) el idealgeneradgoraen 4,

(@) = {aiby+---+anby, biea}

Entonces
1. (a) # A siy Olosi0 € AA(A))
2. 04(a) =4(A(A))
DEM

1. Supongamosjue (a) # 4. Entoncesexiste unidealmaximal M D (a) D

{a1,...,an}. & (M) =0puesa € M paracadai, luego&(M) = (0,...,0).

Inversamentesi M estal que&(M) =0, sed a € M paracadai, luego
{a1,...,an} C M y porlo tanto(a) C M # 4.
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2. A€ 0g4(a) siy solosi{(a—A) # A4 (ecuacdn (1)); por el puntoanterioresto
sucedesi y solo si 0 € a/—\)\(A(ﬁl)), si y solo si existe ¢ € A(A4) tal que

8(0) =A(9) =AD

Sea 4 un algebrade Banachconmutatva. SeaX un espaciode Banach,
A4-mbdulo a izquierda. Diremosque X esun 4-modulo de Banach. Estees
el caso,por ejemplo,cuando4 esunasulilgebraconmutatva de L(X). Sea
a=(ay,...,an) unan-upladeelementosie 4. Tenemosiosdefinicionegarano
singularidadde a: En sentidoalgebraicdrespectale 4), aesno singularcuando
el ideal generadaa) esdistintode 4. En sentidode Taylor (respectade X), a
esno singularcuandoE (X, a) esexacto. Sabemogcorolario7.3) quela segunda
definicion esmasdeébil quela primera:No singularidacensentidoalgebraicam-

plicano singularidacensentidode Taylor.

15.2 Espectro de Taylor deun algebra

SeaA un algebrade Banachconmutatva. El espectraA(A4) tienela siguiente
propiedad:Unan-uplaa € 4" essingularen 4 siy sblo si existe M € A(2) tal
queé(M) = 0. Estapropiedadcaracterizal conjuntoA(4). Dadoun 4-modulo
X definiremosun espectrdTayloriano”A(A4, X) quecumplaestapropiedadpara
la nosingularidadde Taylordeay,... ,a, respectale X.

Sea4 un algebrade Banachconmutatva, y seaX un 4-modulo de Banach.
Seaq” = G A" el conjuntode todaslas n-uplasde elementosde 4. Para
cadaa € ﬂg:éeao(a) = o(a, X) su espectrade Taylor, y seal\y = Aa(4,X) =

a~%(o(a)) el conjuntode los idealesmaximalescuyaimagenpor & caeenel es-
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pectrode Taylor. Comoya sabemosg(a) C 04(a) = a(A(A4)). SealA(4,X) =
Nala(4,X) (dondela intersecadbn setomasobretodaslasa € 4%). Esteseéel

espectrale Taylor del algebra4 respectale X.

15.3 Lema

Seama= (ay,...,an), b= (by,...,bm) € 4. Entonces
o(a) C 4(Ap(A4,X))

DEM

Seac = (a,b) = (ai,...,an,b1,...,bm). Seaze o(a). Debidoa la propiedad
de la proyeccbn (teoremal4.6), existe w = (wi,...W,) tal que (z,w) € o(c).
Tambén,dadoqueel espectrale Tayloresunsubconjuntalelespectralgebraico
(corolario 7.3), (z,w) € o4(c) y por el corolario 15.1 seié (z,w) = €(M) para
alginidealmaximal M e A(4). En particular b(M) = (by(M), ... ,ba(M)) =
w € a(b), pueso(b) = (0(c)) (donderp(z,w) = wparaze C", we C™). Luego
M € Ap. Tambense@&(M) = (&1(M), ..., &n(M)) =z, luegoz € &(Ap).

15.4 Lema

Seaa= (ay,...,an) unan-upladeelementosie 4. Entonces
o(a) = a(A(A, X))

DEM
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1. Porellemaanterioreso(a) C a(4p) paratodob € 4%, luego

a(@) c () ab)

be.g°

2. Dadady,... by € 4% existeb € 4% talquel, C rN] Ay,. Enefectoseab=
(b1,...bn) laconcatenaéindeby, ... by. Pordefilriclzi()n eshp = b1(a(b)).
SeaM € A,. b(M) € o(b) = bi(M) = 1 (b)(M) = i(B(M)) € o(by),
luego M € A, (Dondeb; € 4™ y 1 : C™H ™ — C™ esla proyeccibn

quehacer(b) = by).

3. Seazc a(a). Seah, =a 1({z}). A, escompactoEnefecto {z} escerrado,
luego tambénlo esA;; comoA(A4) escompacto/; resultacompacto.De
igual manerased A, = b~1(a(b)) compactgarab € 4%, SeaF = {A,} U
{Op:be A"} c A(A). F esunafamiliadecompactogonla propiedadie
intersecabn finita no vada, yaqueA;N P] by D A,NA, paraalginb € 4%,
y AN D, # 0, dadoqueze o(a) y é(A:b) D o(a). Existeentoncesalgin
Me N F,ysedz=8aM)ca( N Dp) =aA(A4,Xx))0

Fe¥F be A%

15.5 Teorema

Seaq un algebrade Banachconmutatva, X un 4-modulode Banach.Existeun
conjuntoA(A4,X) C A(A4) Gnicoconrespecta la siguientepropiedad:

¥ Sia=(a,...,an) esunan-uplade elementosde 4, entoncesa esno
singularenX siy solo sinoexiste M € A(A4,X) talquedy (M) =--- =&y (M) =
0.

DEM

67



A(A4,X) escompactopuesesintersecadn de cerrardosen un compacto.Del
lemal5.4sabemosjueno esvado y queO € o(a) siy sblo si 0 € 4(A(4, X)).
Veamoda unicidad.

SeanD,D’ c A(4) quecumplent. SeaM € D. Sivemosque M € D'
resultad D C D’; invirtiendolos papelespP’ c D.

Searsy,...,an€ M. Sia=(ay,...,an), aessingularpuesa(M) = 0. Luego
existiraalgin M, € D' tal quea(2;) = 0, o lo queeslo mismo,a € 2, Vi. Sea
D, = D’'na1({0}). D, escompacto,puesD’ escompactoy {0} escerrado.
Dadosay, ... ,a, € M, & (M) = 0Vi, luego M; € r% D,. {Di ac M} esen-
toncesunafamilia de compactogonla propiedacugi%tersecai)n finita novada.
SeaM’' e N DL ae M' = a&M)=0=ae M. Luego M' C M y porla

acM
maximalidadM’' = M y M € D'O

15.6 Lema

Sea0 - X — Y — Z — 0 unasucesbn exactade 4-modulos,donde 4 esun
algebradeBanachconmutatvay X, Y, Z espaciosleBanach Entoncesualquiera
de los conjuntosA( 4, X), A(A4,Y), A(A4,Z) estad contenidoen la union de los
otrosdos.

DEM

SeaM € A(A4,X). SeaD = A(4,Y)UA(A,Z). D escompacteenA(4). Sea
a=(ay,...,an) unan-upladeelementosie M. &(M) = 0, luego a essingularen
X. Porel corolario7.5se@a singularenalgunodelos espacio¥, Z. Porlo tanto,
existiraalgin M’ € D tal quea € 9. Procediendalela mismaformaenquese
demosto la unicidadenel teoremal5.5,la familia decompactos{ D,y: ac M}

Da= {SM’ €4:ae 9\/[’} tieneintersecadbn novada. Estosignificaque M € D.
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La cuentaparael casoM € A(A4,Y) o M € A(A4,Z) eslamisma.

15.7 Algebra de BanachC(K)

SeaK uncompactade C. El conjuntoC(K) defuncionescontinuasdeK enC es

un algebrade Banachconlasoperacionemducidaspor C, respectalela norma

1l = sup/f(2)]
zeK

(la completitudse debea queel limite uniforme de funcionescontinuases con-
tinuo).
El espectrale un algebrade estetipo, A(C(K)), eshomeomorfa K.

DEM

1. Seaze K. SeaM, = {f € C(K): f(z)=0}. M, esunideal maximal:
En efecto,esclaro que M ; esun ideal cerrado. Seaf € C(K)\M,. Sea

g € C(K). Sepuedeescribirg = g1 + g2, donde

g(w) = f(W)m
g2w) = g(w)—gi(w)

Esclaroquegy € M, y g1 esun miltiplo escalarde f. M, resultaser

maximal.

2. SeaM e A(C(K)) unidealmaximal.EntoncesM = M, paraalginz € K:
Supongamospor el absurdo,que no esad. Existira entoncesparacada
ze K, unaf; € M, tal que f,(2) # 0. Porcontinuidad,paracadaz € K

existe un abiertoV, tal quex € V, y f, no seanulaenV,. SeaVy,...,V;
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n —
un subcubrimientdinito de{V,, ze K}. Seaf = S fifj. Entoncesf € M
i=1

. 1
y f(z) > 0Vvze K. Porultimo, f-? =1¢€ M, lo cual esabsurdo,pues

suponamosqueM eraunidealmaximal.

3. SeaM, € A, f e C(K). f(M,) = f(2): Enefecto,f — f(z) seanulaenz,
luego f + M, = f(z) + M,. Laclasede f enM /M, eslade f(2).

4. x— M, escontinua:La topologaenA(C(K)) esla menorquehacecon-
tinuaatodaf, f € C(K). Perof (M) = f(2), luegox— f(M) escontinua

paracualquierf.

5. M, +— zescontinua:Seai € C(K) definidapori(z) = z. Entonces (M) =

i(2) = z luegol eslainversadex — My, y escontinua.

15.8 Ejemplo

Esteejemplodemuestrajue el conjuntoA(A4,X) no dependede 4 Gnicamente,
sinodela accbnde 4 sobreX.

SeaD = {|z] < 1} c C. Seaq4 =C(D)NA(D°). 4 esel algebradelas fun-
cionesholomorfasenel discounitario, continuashastael borde. 4 esun algebra
de Banachconmutatva dadoque el limite uniforme de funcionesanalticas es
analtico. Probaremosjue el espectraA(A4) eshomeomorfoa D. Por un lado,
puestoque 4 esunasukalgebrade C(D), sea A(4) D A(C(D)) =< D. Porel
otro,dada¢ lineal, continuay multiplicativa,seaA= f(¢) (i = z— zesanaltica).
Entonces\ determinaa ¢, puessi f € 4 se&d f = ¥ anZ", corvergenteenD° y
continuahastadD. Entonceslebeaserdf = andp(Z") = Y apA".

SeaX el espaciade BanachC(dD), y consideremosa accbn de 4 sobreX.
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El espectrade Taylor A(4, X), esisomorfoa dD. En efecto,por la obsenacion
15.10,A(B) = A(‘B, B). Hay un morfismoinyectivo ® : 4 — B definidopor la
restriccbnadD. Porelteoremal5.9se@A(4, X) = ®*(A(B, X)) = ®*(A(B))O

Sea®d : 4 — B un morfismode algebragde Banachconmutatvas. Todo B-
moduloX puedeconsiderarseambéncomoun 4-modulo,definiendcax= ®(a)x
paraac A4, x € X.

Seap € A(B). pod: 4 — C eslineal y multiplicativa. ® inducede esta

maneraunaaplicacbn ®* : A(B) — A(4).

15.9 Teorema

Sea® : 4 — B un morfismode algebrasde Banachconmutatvas. Si X esun

B-mobdulode Banachseia

A(A,X) = D (A(B,X))

DEwm

Porla unicidaden el lema 15.5, debemosver que ®*(A(‘B, X)) satiskcela
propiedadt. Seaa = (ai,...,an) € 4". a esno singularen X si y solo si
(d(a1),...,P(an)) esnosingularen X, puesde hechohemosdefinidola accibn
de 4 enX apartirde®: E(X,a) esE(X,P(a)).

Por el teoremal5.5, (P(ay),...,P(a,)) essingularsi y solo si existe ¢ €
A(B,X) tal qued(P(a)) = 0 paratodoi. A suvezestosucedesiy solo si existe
do® e d*(A(B,X)) tal qued o P(g) = 0 paratodoil
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15.10 Observacion

SeaA un algebrade Banachconmutatva. 4 esen particularun espaciode Ba-
nach,4-moduloaizquierda.Sia= (ay, ... ,a,) esunan-upladeelementosie 4,
sabemogporellema7.1que(a) = 4 implicaqueE(4,a) esexacto.Sinembago
enestecasoesvalidatambinla redproca. En efecto,si E(4,a) esexacto,se@a

enparticular
01
Ei(4,a) — Eo(4,a) — 0

exacto;peroEo(A4,a) = Ej(A4) = 4,y 61(_§ X®e)= § a;x;; la suryectvidad
ded; significaqueenparticularexistenby, .I.:.l, bn taIesthJ:elalbl-i- -+ anbh=e.

Encontramosd queoz(a) = o(a, 4) Vay tambénA(A4) = A(A4, 4) debido
alaunicidaden15.5y aqueA(A4) cumplela propiedadf respectade la nocion

algebraicalesingularidad15.2).

15.11 Corolario

Sea®d : 4 — B unmorfismode algebragde Banachconmutatvas. Considerando

a B comoun 4-mbéduloporla accbn de ® resulta
A(A,B) = @*(A(B))

DEM
Porla obsenacion anterioresA(B, B) = A(‘B). La igualdadsedebeentonces
als.9
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15.12 Observacion

Seaq unalgebradeBanachconmutatva, I unidealcerradade 4. La proyeccibn
m: 4 — A4/ seiaun morfismode algebrasde Banach. I esun A-modulo de
Banachpor serun ideal cerrado,de modoque0 — I - 4 — 4/1 — 0 esuna

sucesbn exactade 4-moddulosde Banachy (por 15.6)
AA4,4) CcAA, T)UA(A,4/T)

Por15.10esA(A4) =A(A4,4),y porl5.11,A(4,4/1) =1 (A(A4/1)). Obten-
emos

A(A)\T(A(A/T)) C A(A,4)T)

A/ 1) = {TH M), M e A(A/I)} C {M:M > I}. El conjuntodeide-
alesmaximalesquecontienena I sedenominacapsulade I = capl. Sededuce

entonces

A(A)\ capl C A(A4,4/1)

y puestoqueA(4,.4/1) escerradoy queA\B C A\B = A\B° sellegaa

A(A4)\(capl)® c A(4,4/1)O

15.13 Lema (Anuladoresy Adjuntos)

Recordamodas siguientespropiedadegle los espaciodde Banach: SeanX, Y

espaciosleBanachae L(X,Y). SearX*, Y* losespacioslualesa* € L(Y*,X*)
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eladjuntodea. SearS,S c Xy T, T’ Cc X* subespaciosSedefinenosanuladores

aizquierday aderecha:

S={peX*:gx=0 VxeS}
T={xeX:gx=0 VxeT}

Valenlassiguientegpropiedades:

|

- [lall = [[a*]]

2. 2, °T sonsubespacioserrados
3.5CS=8D5(8)%TCcT =>°TO°T
4.°99)=8 (TP=T

5. (kera)® =Ima*; °(kera*) = Ima

DEM

|

. Ver[Kreyszig], Teorema4.5-2
2. Esobvio.
3. SiganulaaS anulaenparticularaS.

4. Esobvio queSc °(S), debidoa queel segundoescerrado.Porel teorema
deHahn-Banachdadox ¢ Sexiste @ € X* tal quegx # 0, ¢(S) = 0. Luego

si x esanuladagportodag queanuleaS_, seAx € S

5. a*gx = @(ax) = 0 si x € kera = Ima* C (kera)®. Ademas,six € °Ima*
se@ a*@x = gax = 0 paratoda¢. PorHahn-Banachax = 0, resultando

°Ima* C kerad
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SeaX un A4-mbdulo de Banach. Si X* esel espaciodual de X, X* esun

A4-moédulodefiniendoa@(x) = @(ax) paraa € 4, x € X, @€ X*.

15.14 Teorema

Si X esun 42-modulode Banach,
A(A,X) =A(A4,XY)

DEM

Seaa = (aj,...,an) unan-uplade elementodde 4. Veremosquea esno
singularenX siy solo silo esenX*. La unicidaden15.5demuestral teorema.

SeaE(X,a) = (E"(X),0) el complejode Koszuldea enX, y seakE(X*,a) =
(E"(X*),8) elcorrespondientenX*. SeaEj(X)* eldualdeEg(X), &, Ef 1(X)* —
Ep(X)* el operadoradjuntode &, definido por (55¢) (&) = ®(dp(€)) parag €
Ep(X), @€ EJ 4 (X)*. Obtenemosin complejo”dual” E(X,a)*:

51 Sy

0—E/X)" — --- — Ef(X)" —0

Estecomplejoesexactosiy sblo si E(X,a) lo es,puestoque (kerdp1)° =

Im&;,., eImdp1 = °(kerdy), luego kerdp 1 = ImJp siy sblo si Imdy,; =

kerdy. Por tltimo, E(X*,a) y E(X,a)* sonisomorfos. En efecto, Ej(X)* es

carbnicamentésomorfoa Ej(X*), y definiendo, : E(X*) — Ef_o(X*) por

Wp(e@6j, A...AE) = (-1)PTTligReA...8,...6,... A&

75



seobtieneunisomorfismode complejos]

15.15 Ejemplo

En 3.2 hemosvisto quesi ay, ... ,a, esunan-uplade elementosde £(X) que
conmutanentresi y 4 es una sukalgebraconmutatva que los contiene,seia
(a) c 4 c (a)’, porlo tantoo(a) C O ay (a) C 04(a). Veremosunejemplodonde
la inclusion o(a) C 0(qy(a) esestricta. Estosignificaquela teofia espectrade
Taylor no esreducibleala teofia algebraicgparaningunasukalgebraconmutatva
de L(X).

SeaD = B2(0,1) = {|z] < 1}* c C2 SeaU = B?(0,2) D D. SeaV = U\D.
SeaCl(V) el espaciode funcionescontinuasque tienenderivadasparcialesen
V, continuasenV. Paraf e C}(V) definimosla norma|| f||, comola sumade
los supremogie f y susderivadasde ordenl enV. TantoC(\7) (conla norma
supremo):omoCl(\7) sonespaciogle Banach(ver por ejemplo[Kreyszig], pag

110). SeaX = C}(V) @ C(V). Definimoslos siguientesoperadores:

a(f,g9) = (af,z9)
a(f,9) = (zf,29)
as(f,9) = (0, &)
aq(f,0)= (0, %)
as(f,g) = (0, f)

Seobsenaqueay,... ,as conmutarentresi: gja; =0sii > 2, j > 2. Enlos

demascasossevefacilmente Porejemplo,a;az(f,g) = (0, zlg—z—Z) =agay(f,g) =

(O,%), puestoque % = zlg—zil + fg—% = zlg—zil. Para ver la continuidadde

76



I\)ll—‘

ajp,

<5

t).

a)’1
(ag,... ,a5) esuna5-uplaconmutalwaen L(X).

15.16 Teorema

La 5-uplaa = (a,...,as) queseacabade definir esno singularen X, perola
ecuaobn

apby +---asbs =1

notienesolucbnparaby,...bs € (a)’.

DEM

1. Seah e C1(V). h seidentifica con un operadorde £(X) por h(fg) =

(hf,hg). En efecto,sup\hf ahf

f|sup‘ ‘+

a_x. . CY(V) seidentificaad con unasul:algebraconmutaWa

B C L(X). Tantoa; comoay pertenecem B.

2. (a1,a) esnosingularenX. Enefecto,definiendo

/-\ /‘\
\/ \/
I
A /\

H H
o
I\J N
|H N|I—‘
\./

se@ayb; +aphy(f,9) = (f,9). Luegoasb; +axb, =1 enBy, porel coro-
lario 7.2, (a1,a2) esnosingularrespectale X. Porlo tanto(Corolario8.3)

tambén (az, a, a3, a4, as).

3. Sea
Xo={(0,9), g€ C(V)}
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Xi={(f,g) e X: feA(V)}

Ambossonsubespacioserradosnvariantesparaas,...as. X; = keraznN
keray, pueslas funcionesanalticas (holomorfas) enV son exactamente
aguellasque cumplenlas ecuacionesle Cauchy-Riemam% = g—ziz =0.
Tambin, Xy esel nlcleodeas.

Seab € (a)’. Entonces{p, X1 soninvariantegporb. Enefectosice L(X)y
bc= cb, seékerc invariantepor b: Parak € kerc esc(bk) = bdk = b0 =0,
luego bk € kerc. EntoncesXgy esinvariantepor b por serXg = keras, y X1

por serintersecadbn de dossubespaciomvariantegor b (keraz y keray).

ConsideremoahoraXp, X1yX1/Xo como(a)’-modulosaizquierda.X;/Xo
esigual al espaciade funcionesanalticasenV, continuasenV. Talesfun-
cionesadmitenextensionesnalticasatodoU (ver[G-R], I.C.5). a3, as y
as sonnulosen Xy /Xo: kerag, keras contienera X e lmas C Xo. Luego, Si
fueraa;by +- - -+ asbs = | debefaserayb; +axhy =1 enXy/Xo. Tambén,
si dos funcionesanalticasen U coincidenenV, coincidiran en todo U.
EstonospermiteidentificarX; /Xp con el conjuntode funcionesanalticas
enU, continuasenU. Si existieranb;, by talesqueaib; + axby =1, sea
f(z1,22) = 1. (ayb1+ axby)f(0,0) = f(0,0) = 1, pero z;(b1f)(0,0) +
22(b2f)(0,0) = 0 # 1. Luego no existentalesby, by y ay,...,as essin-

gularrespectale (a)'0
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