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INTRODUCCION

El espectrodeunamatrizesel conjuntodesusautovalores.Puedeencontrarse

hallandolas ráıcescomplejasdel polinomio caracteŕıstico lo cual,por supuesto,

no siemprees fácil. El espectrono dependede bases,de modo que es en re-

alidadun invariantede las transformacioneslineales. El desarrollodel álgebra

lineal duranteel siglo XIX llegó a la obtencíon de la formadeJordany la teoŕıa

dediagonalizacíon. La noción deespectro,generalizacíon del conceptodevalor

propio,permitió ampliaralgunosdeestosresultadosa los espaciosdedimensíon

infinita, dandolugara la Teoŕıa Espectral deOperadores,quehatenidoundesar-

rollo explosivo ennuestrosiglo,connumerosasaplicacionesenotrasramasdela

mateḿaticay dela fı́sica.

DadaunálgebradeBanachconmutativa
�

, setienequeparacadaa � � el es-

pectroσ � a����� λ � C : � a � λ � �
	� ��� escompactoy novaćıo,y existeuncálculo

funcional,esdecir, un morfismosuryectivo f 
� f � a� del álgebradegérmenesde

funcionesanaĺıticas en σ � a� en
�

. Cuando
�

no es conmutativa, casode las

álgebras��� X � de transformacioneslinealescontinuasde un espaciode Banach,

puedetrabajarserestringíendosea unasub́algebraconmutativa ��� � maximal

con la propiedadde quea ��� . En la décadade 1950,Caldeŕon, Arens,Wael-

broeky otrosdesarrollaronunateoŕıa espectral(joint spectrum)paran-uplasde

elementos� a1 ��������� an � deun álgebradeBanachconmutativa
�

, y el correspondi-

entecálculofuncional([Arens], [A-C], [Waelbroeck]).

En 1970 JosephTaylor establecío una noción de espectroconjunto, cono-

cida hoy comoespectro de Taylor, queabarcael casode n-uplasconmutativas
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� a1 ��������� an � deunálgebradeBanach
�

nonecesariamenteconmutativay permite

construirun cálculo funcional([Taylor] y [Taylor2]). En los añossubsiguientes

estateoŕıahamadurado,y sepuedeconsultarporejemploel trabajodeRául Curto

([Curto]), quepresentaun resumendesuestadoactual.

En estetrabajopresentamosdetalladamentela noción de espectroconjunto

de Taylor y suspropiedadesbásicas,paran-uplasconmutativas de operadores

enespaciosdeBanach.Noshemosbasadoprincipalmenteenel trabajooriginal

([Taylor]).

Construimosenprimerlugarel complejodeKoszuldelqueemanaladefinición

taylorianadeespectro,y estudiamossurelacíon con los posiblesespectrosalge-

braicos.Continuamoscon la teoŕıa de funcionescontinuasy anaĺıticasdeCn en

complejosparaḿetricosfinitosparallegarademostrarla propiedaddeproyeccíon

a partir de la aciclicidaddel hazde funcionesholomorfas(isomorfismode Dol-

beault). Pasamosluego a formular la versíon ”Taylor” de la transformadade

Gelfand,encontrandoel subespaciodel conjuntode caracteresde
�

con el cual

est́a asociadoel espectrode Taylor. Se presentandos ejemplosilustrandolas

técnicasde morfismosde álgebrasy cocientesparaencontrarel espectroy de-

mostrandola imposibilidadde reducirel espectrode Taylor a unaversíon alge-

braicamaximal,comoocurŕıa endimensíon1.
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1 Espectro

SellamaespaciodeBanach a un espaciovectorialrealo complejoX, dotadode

unanorma ��� , respectode la cual escompleto. Trabajaremoscon espaciosde

Banachsobreel cuerpoC delosnúmeroscomplejos.

Dadosdosespaciosde BanachX � Y sedenomina��� X � Y � al conjuntode las

aplicacioneslineales(Operadores)continuasdeX enY. CuandoX � Y seutiliza

la notacíon ��� X ������� X � X � �
Seaa unoperador, a ����� X � Y � � Sedefinela normadea �� a � � sup��� ax � : x � X � � x �!� 1

�
Esun hechoconocidoqueunafunción lineal a : X � Y escontinuasi y sólo

si � a �#" ∞ �
El conjuntode los operadoresinversibles(no singulares)de un espaciode

BanachX sedefinepor

GL � X �$�%� a �&��� X � : ' b ����� X � � ab � ba � I
�

dondeI �(��� X � esla identidad.

El espectrodea �&��� X � esel conjuntodelosnúmerosλ � C talesquea � λI

noesinversible,

σ � a�$�)� λ � C : a � λI *� GL � X � �
Estasituacíonsegeneralizaenla teoŕıadeálgebrasdeBanach.Un álgebrade

Banach
�

esun espaciode Banachdotadode un productoasociativo, continuo+ : �-,(� � �
, no necesariamenteconmutativo, con un elementoneutroe y tal
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queparatodoa � b � � , � ab �/.0� a �1� b �
El conjuntode operadorescontinuosdeun espaciode Banachresultaserun

álgebradeBanachrespectodela composicíon:
� �2��� X � � e � I .

Paraa � � tenemosel espectro

σ � a�$�3� λ � C : a � λ no esinversibleen
���

Por comodidadseomite la e (I en el casode operadores)y seescribea � λ en

lugardea � λeo a � λI .

De la teoŕıa de álgebrasde Banachseconocequeel conjuntoG � � � de los

elementosinversiblesde
�

esabierto,y laspropiedadeselementalesdelespectro:

Paracualquiera � � el espectroesuncompactodeC, no vaćıo.

La teoŕıa de Taylor queveremosen estetrabajoampĺıa la noción de espec-

tro a dimensionesmayores:En lugar de un operadorfijo a consideramosvarios

simultáneamente.Dadauna n-upla a1 �������4� an de operadoresen un espaciode

BanachX, ai ����� X � , buscamosun conjuntoσ � a1 �������5� an �6� Cn, un espectro

conjuntoparalosn operadores.

2 Espectro Conjunto

Paradefinir espectrosepartedela noción desingularidad:a � � essingularsi y

sólo si no esinversible.El espectrodea es

σ � a�$�7� λ � C : a � λ essingular
�

(1)
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Cuandola dimensíonesmayorque1 no podemoshablardeinversibilidad;en

cambioseŕa necesariaunanueva definición desingularidad,queextiendaal caso

unidimensionaldonde”singular” esequivalentea ”no inversible”.

La teoŕıa deálgebrasdeBanachproporcionasolucionessatisfactoriasparael

problemade definir el espectroconjuntode unan-uplacuandoel álgebra
�

es

conmutativa. Sedefinesingularidaddeestemodo:Unan-uplaa �8� a1 �������5� an � es

no singularensentidoalgebraicorespectode
�

si y sólo si el idealgeneradopor

a esigual a
�

; estoes,cuandoexistenb1 ������� bn talesque

a1b1 9 +�+�+ 9 anbn � e

y sedefineel espectrodea respectode
�

comoel conjunto

σ :;� a�1�7�<� λ1 ������� λn �=� Cn : � a1 � λ1 ��������� an � λn � essingular
�

Estosólo tienesentidocuando
�

esconmutativa,enotro casoapareceŕıanun

”espectro”a derechay otro a izquierda.Lamentablementelas álgebrasdeoper-

adorescontinuos��� X � , desdelasmatricesde2
,

2 enadelante,no sonconmuta-

tivas.Espor esoqueseintentadefinir el espectrodeotramanera.

Aquı́ abordaremosel problemaparael casoenquelos operadoresa1 ��������� an

conmutanentreśı:

aia j � a jai > i � j
Si
� �2��� X � , a esno singularsi y sólo si complecondosecuaciones:� 1� aX � X (a essuryectivo)� 2� kera �3� 0 � (a esinyectivo)
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Extenderemosla noción de singularidada n-uplasde operadores(que con-

mutanentreśı) medianteuna generalizacíon de estasecuaciones,utilizando el

complejodeKoszul.

3 Subálgebrasconmutativas

Seaa �?� a1 �������5� an � una n-upla de operadoresen un espaciode BanachX. Si

conmutanentreśı, lospodemosconsiderarcomoelementosdealgunasub́algebra

de ��� X � que seaconmutativa. Existenvariassub́algebrascon estapropiedad;

entreellaspodemosdefinir:� a� El álgebracerradageneradapor a1 ��������� an en ��� X �� a�A@ El álgebra � b �(��� X � : aib � bai 1 . i . n
�� a�A@ @ El álgebra � c �&��� X � : bc � cb > b �B� a�C@ � (2)

3.1 Propiedad� a� , � a� @ y � a� @D@ sonálgebrasdeBanach,� a� �0� a� @ @ �3� a� @ y tanto � a� como � a� @D@
sonconmutativas

DEM

1. El álgebrageneradapor a1 �������4� an es el conjunto C E a1 �������5� an F de poli-

nomiosena1 �������4� an, queesobviamenteun álgebraconmutativa. Al tomar

clausuraseobtiene� a� , queseŕaigualmenteconmutativa,pueslim pi � a� qi � a�G�
lim pi � a� lim qi � a� .

2. SeaS � � . El conjuntoS@ �H� b � � : bs � sb > s � S
�

esun álgebradado

quela sumay productodeelementosdeS@ conmutaŕa con todos � Sy es
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cerradapues � lim bi � s � slim bi . Luego, tanto � a� @ como � a� @ @ sonálgebras

deBanach.

3. Que � a�/�H� a�C@D@I�H� a�A@ esobvio. � a�C@ @ esconmutativa puessuselementos

conmutancon � a� @ , y � a� @ @ �7� a� @KJ
3.2 Observación

Seaa �L� a1 �������4� an � unan-uplaconmutativa de elementosde un álgebrade Ba-

nach � . Sea
�

una sub́algebraconmutativa de � que los contiene. Entonces� a�=� � �7� a� @ , dadoque � a� esla interseccíon detodaslassub́algebrasquecon-

tienena a1 ��������� an, y los elementosde
�

conmutancon todo ai , luego est́an en� a� @ .
Podŕıamosintentaraprovecharla definición deespectroqueya tenemospara

álgebrasconmutativas,fijandoalgunadeéstas.Aparecendificultadesmuypronto:

Los espectrosdependendel álgebraelegida,demaneraqueel espectrono esuna

propiedadintrı́nsecaa la n-uplaa sinorelativaal álgebraqueseconsidere.Porla

inclusiónvistasetendŕa

σ M aN � a�PO σ M aNRQ Q � a�=O σ M aNRQ � a�
Estostresconjuntosengeneralnocoinciden.Si sedeseacompararel espectrode

la n-uplaa ��� a1 �������4� an � conel dela n+1-uplaa@���� a1 �������4� an � anS 1 � seŕa nece-

sarioconsiderarlasdistintassub́algebrasgeneradasporcadaunay noseobtendŕa

la importantepropiedaddeproyeccíon

σ � a�$�UTV� λ1 ������� λn �P� Cn : ' λnS 1 � � λ1 ������� λnS 1 �P� σ � a@ �XW
7



4 Algebra En

Sean un enteropositivo. Seane� e1 � +�+�+ � en n 9 1 śımbolosdistintos. Paracada

p ��� 1 �������5� n � , seaEn
p el espaciovectorial sobreC cuya basees el conjuntoT ej1 ������� ejp : 1 . j1 " ����� " jp . n W . Parap � 0 sedefineEn

o dedimensíon1 con

baseel śımboloe. De estemodola dimensíondeEn
p es Y npZ . Sedefineel álgebra

exterior den elementossobreC comoel espaciovectorial

En � En
o [ +�+�+ [ En

p

conla operacíon productoexterior \ : En , En � En definidaapartir delasrela-

ciones
ei \ ej �0� ej \ ei

ei \ ei � 0

e \ ei � ei \ e � ei

El álgebraexterior En aśı definidaesun espaciovectorialdedimensíon 2n y

un álgebrano conmutativaconelementoneuroe.

5 Complejosde Cadena

Un complejodecadena(o simplementecomplejo) esun par � M � δ � , dondeM �T Mp � p � Z W es una sucesíon de ] -módulos, ] es un anillo fijo cualquieray

δ � T δp � p � Z W unasucesíondemorfismosde ] -módulos,δp : Mp � MpS 1

+�+�+ �I� MpS 1

δpS 1�I� Mp

δp�I� Mp ^ 1 �I� �����
8



con la propiedadde que δp _ δpS 1 esel morfismonulo paratodo p � Z. δ es

llamadoel operadordebordeo diferencialdel complejo.

Lossubgruposimágenesy núcleosdela diferencialtienennombres:

Zp � kerδp ciclos

Bp � ImδpS 1 bordes

Hp � Zp * Bp homoloǵıas

El cocienteZp * Bp sepuedehacerporqueZp ` Bp en todoslos casos� δp _
δpS 1 � 0� . CuandoZp � Bp seŕa porqueImδpS 1 � kerδp, o sea,cuandola

sucesíonMpS 1 � Mp � Mp ^ 1 seaexacta.Enestecasoel grupodehomoloǵıaHp

correspondienteescero. Cuandotodoslos gruposdehomoloǵıa soncero,todos

los ciclossonbordesy sedicequeel complejoesexacto, o quesuhomoloǵıa es

trivial.

Sean � M � δ � y � M @ � δ @a� doscomplejosdecadenasobreun anillo ] . Un mor-

fismodecomplejosesunasucesíon � fp � demorfismosde ] -módulos, fp : Mp �
M @p talesqueδ @p _ fp � fpS 1 _ δp paratodo p � Z. Enestasituacíon losmorfismos

pasana la homoloǵıa, esdecir, la aplicacíon cocientef b p : Hp � Hp ^ 1 definida

por

f b p ��E ξ F �1��E fp � ξ � F > ξ � Mp

(donde E ξ F representala clasedeξ enHp) est́a biendefiniday esun morfismode] -módulos([Lang],IV.2).

Si � M @D@ � δ @D@ � esun tercercomplejosobre] , y gp : M @p � M @D@p un morfismode
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complejos,y paratodo p � Z secumplen

ker fp �3� 0 �
Im fp � kergp

Imgp � M @D@p
sedicequesetieneunasucesíonexacta”corta” decomplejos

0 �I� M

f��� M @ g��� M @c@ �I� 0

Estasituacíonsepuederesumirconel siguientediagramaconmutativo

0 0 0d d d
+�+�+ �I� MpS 1

δpS 1��� Mp

δp�I� Mp ^ 1 �I� +�+�+
fpS 1

d
fp

d
fp ^ 1

d
+�+�+ �I� M @pS 1

δ @pS 1��� M @p δ @p�I� M @p ^ 1 �I� +�+�+
gpS 1

d
gp

d
gp ^ 1

d
+�+�+ �I� M @c@pS 1

δ @c@pS 1��� M @c@p δ @c@p�I� M @c@p ^ 1 �I� +�+�+d d d
0 0 0
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5.1 Lema

Enestasituacíonexistiráunmorfismode ] -módulosinducidoenlashomoloǵıas,

δ b p : H @c@p � Hp ^ 1 definidopor

δ b p ��E ξ F �1�fe f ^ 1
p ^ 1 _ δp _ g ^ 1

p � ξ �Cg
Estoes,δ b p ��E ξ F � �-E ϕ F si y sólo si existe ψ � M @p tal quegp � ψ � � ξ y δp � ψ � �
fp ^ 1 � ϕ � . De estamanera,todasucesíon exacta”corta” decomplejosinduceuna

sucesíonexacta”larga” entrelashomoloǵıas:

+�+�+ �I� Hp

f b p�I� H @p gb p�I� H @c@p δ b p�I� Hp ^ 1 �I� +�+�+
([Lang], IV.2, teorema1).

6 Complejo deKoszulEn h X i aj
Seaa �3� a1 �������4� an � unan-upladeelementosdelcentrodeunálgebra

�
sobrelos

númeroscomplejos,y seaX un
�

-móduloa izquierda.Nosinteresaenparticular

el casoen queX esun espaciode Banachy a1 �������4� an �k��� X � operadoresque

conmutanentreśı. En estecaso
�

podŕıa ser � a� o � a�C@D@ ; peronecesitaremospara

estapartedela teoŕıa el casomásamplioenqueX esúnicamenteun
�

-módulo,�
unaC-álgebracualquiera.

ParacadasubespacioEn
p del álgebraexterior En, seaEn

p � X � el espaciopro-

ductoexterior complejoentreX y En
p, En

p � X �$� X l C En
p. Estosignificaquecada

elementode En
p � X � seescribede maneraúnicacomosumade elementosde la

11



formax l ej1 \ ����� \ ejp. En
p � X � esunasumadirectade Y npZ copiasdeX.

Definimosel complejodeKoszulE � X � a� ordenandoestosespaciosdela sigu-

ientemanera:

0 �I� En
n � X � δn�V� +�+�+ �I� En

p � X � δp�I� +�+�+ �I� En
1 � X � δ1��� X �V� 0 (3)

Conla diferencialδ definidapor

δp � x l ej1 \ ����� \ ejp �$� p

∑
i m 1

�n� 1� i ^ 1a j i x l ej1 \ �����poej i ����� \ ejp (4)

dondeoej i indicaqueeseelementoseomite.

Cadaδp esun morfismoEn
p � X �P� En

p ^ 1 � X � . La definición de δ no necesita

quelos ı́ndicesj1 ������� jp seescribanenordencreciente;si sepermutanlos ı́ndices,

los (-1) seacomodanpor la propiedaddel productoexterior, ej \ ei �3� ei \ ej .

Puestoqueaia j � a jai paratodo i � j, la composicíonδp _ δpS 1 esel morfismo
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nulo:

δpδp ^ 1 � x l ej1 \ ����� \ ejp �$� δp q pS 1

∑
i m 1

�C� 1� i ^ 1a j i x l ej1 \ �����roej i ����� \ ejps 1 t� pS 1

∑
i m 1

�n� 1� i ^ 1a j i δp � x l ej1 \ �����uoej i ����� \ ejps 1 �� pS 1

∑
i m 1

�n� 1� i ^ 1a j i q i ^ 1

∑
k m 1

�n� 1� k ^ 1a jkx l ej1 \ �����Coejk �����roej i ����� \ ejps 19 pS 1

∑
km i S 1

�n� 1� ka jkx l ej1 \ �����uoej i �����Coejk ����� \ ejps 1 t� pS 1

∑
i m 1

i ^ 1

∑
k m 1

�n� 1� i S k � a j ia jkx � a jka j i x�vl ej1 \ �����Coejk �����uoej i ����� \ ejps 1� 0

SedefineEn
p � X ���3� 0 � paratodo p w n o p " 0.

ObtuvimosuncomplejodecadenaE � X � a� , denominadoelcomplejodeKoszul

paraa ��� a1 �������5� an � sobreX.

Seusaŕanlassiguientesnotaciones:

Ep � X � a�x� En
p � X �

Zp � X � a�x� kerδp

Bp � X � a�x� ImδpS 1

Hp � X � a�x� Zp � X � a��* Bp � X � a�
Necesitaremostambíen unanotacíon paraescribirun elementogeńerico del
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espacioEn
p � X � . Sea� n

p la basedelsubespacioEn
p, o sea:� n

p � T ej1 \ ����� \ ejp � 1 . j1 " ����� " jp . n W (5)

Entoncestodoξ � En
p � X � seescribedemaneráunicacomo

ξ � ∑
ε y{z n

p

xε l ε (6)

paraalgunosxε � X.

Observemosla relacíon recursivaentre � n
p y � nS 1

p :� nS 1
p � T ej1 \ ����� \ ejp � 1 . j1 " ����� " jp . n 9 1 W�|� n

p } T ej1 \ ����� \ ejp ~ 1 \ enS 1 � 1 . j1 " ����� " jp ^ 1 . n W�|� n
p }�� ε \ enS 1 � ε ��� n

p ^ 1 � (7)

dondeε \ enS 1 � ej1 \ ����� \ ejp ~ 1 \ enS 1, si ε � ej1 \ ����� \ ejp ~ 1 �
En el casoen queX esun espaciode Banachy a unan-uplade operadores,

En
p � X � esunasumadirectafinita deespaciosdeBanachy tienepor lo tantouna

estructuradeespaciodeBanachinducidapor la desuscomponentes,definiendo

porejemplola normacomoel máximodelasnormas:������ ∑
ε y{z n

p

xε l ε

������ � max
ε y{z n

p

� xε �
Losmorfismosdiferencialesδp seŕanenestecasooperadoreslinealesacotados

entrelos espaciosde BanachEn
p � X � y En

p ^ 1 � X � . La linealidadde δp es obvia

puestoquesedefinió sobrecadacoordenadade En
p � X � comounacombinacíon
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lineal de los operadoresai. Paraver la continuidadbastaŕa ver quelo esencada

coordenada:�� δp � x l ej1 \ ����� \ ejp � �� � ����� p

∑
i m 1
�n� 1� i ^ 1a j i x l ej1 \ �����poej i ����� \ ejp

������ max
1 � i � n

� aix �. � max
1 � i � n

� ai ����� x �
TomandounelementogeńericodeEn

p � X � , ξ � ∑xε l ε,�� δp � ξ � �� � �� ∑δp � xε l ε � �� .?� n
p
�|� max

1 � i � n
� ai ����� x �

por lo tanto �� δp
�� . Y npZ � max

1 � i � n
� ai ����� x ��� δp

�� . n! � max
1 � i � n

� ai � � � x � (paratodo p . n)

7 Espectro deTaylor

A lo largodeestaseccíon,
�

seŕaunaC-álgebra,X un
�

-móduloy a ��� a1 �������4� an �
unan-upladeelementosdelcentrode

�
.

El complejodeKoszulqueacabamosdeconstruiresla herramientaalgebraica

quepermiteextenderla definicióndenosingularidad:El complejoE � X � a� puede

serexactoo no. Diremosquela n-uplaa esnosingularrespectodeX enel sentido

deTaylor, o simplementeno singular, cuandoE � X � a� seaexacto. En particular,

15



si n � 1 setiene

0 �I� X

a��� X ��� 0

Estecomplejoesexactosi y sólo si

kera � � 0 �
Ima � X

Est́a claro quecoincidecon la definición de no singularidadparael casounidi-

mensional.En el cason � 2, el complejoes

0 �V� X

δ2�I� X [ X

δ1��� X �I� 0

δ2 � x��� δ2 � x l e1 \ e2 �$� a1x l e2 � a2x l e1 �0�n� a2x � a1x�
δ1 � x � y��� δ1 � x l e1 9 y l e2 ��� a1x 9 a2y

Estecomplejoesexactosi y sólo si

kera1 � kera2 �7� 0 � � kerδ2 �7� 0 � �
a1x � a2y ��' z : x � a2z� y � a1z � Imδ2 � kerδ1 �
Ima1 9 Ima2 � X � Imδ1 � X �

Sedefineel Espectro deTaylor dea ��� a1 �������4� an �
σ � a�$� σ � a � X ���7� λ � Cn : E � X � a � λ � noesexacto

�
(8)

16



Observamosqueen el cason � 1, el espectrode Taylor coincidecon el es-

pectroconocidoparaoperadoresdeunespaciodeBanach:El complejodeKoszul

asociadoaa � λ esexactosi y sólo si a � λ esinversible.

7.1 Lema

Seaa �-� a1 �������4� an � unan-uplade elementosdel centrode un álgebra
�

, X un�
-móduloa izquierday E � X � a� el complejodeKoszulasociado.Porpertenecer

a1 �������4� an al centropodemosconsiderarel idealbilátero ����� a1 ������� an � generado

por a. Seac un elementode � . Entoncesc esla aplicacíon nulaenla homoloǵıa

Hp � X � A� paratodo p; estoes,cξ � ImδpS 1 paratodoξ � kerδp.

DEM

Seanb1 �������4� bn � � talesquec � a1b1 9 +�+�+ 9 anbn. Sobrelos elementosde

Ep de la forma x l ej1 \ ����� \ ejp definimosel morfismohp : En
p � X �=� En

pS 1 � X �
por

hp � x l ej1 \ ����� \ ejp �1� n

∑
i m 1

bix l ej1 \ ����� \ ejp \ ei

hp aśı definidooperaensentidoinversoal diferencialδp.

+�+�+ ���� � En
pS 1 � X � δps 1�I�� �

hp

En
p � X � δp�I�� �

hp ~ 1

En
p ^ 1 � X � �G�� � +�+�+

17



Al componerδ y h seobtiene

δpS 1hp � x l ej1 \ ����� \ ejp ��� p

∑
i m 1

Y aibix l ej1 \ ����� \ ejp� p

∑
km 1

�n� 1� k ^ 1a jkbix l ei \ ej1 \ �����noejk ����� \ ejp t
hp ^ 1δp � x l ej1 \ ����� \ ejp ��� p

∑
i m 1

p

∑
km 1

�n� 1� k ^ 1a jkbix l ei \ ej1 \ �����Coejk ����� \ ejp

por lo tanto,� δ _ h � h _ δ ��� x l ej1 \ ����� \ ejp �1� ∑aibix l ej1 \ ����� \ ejp � cx l ej1 \ ����� \ ejp

luego � δ _ h � h _ δ ��� ξ ��� cξ Paratodoξ � En
p � X �

Estoquieredecir quesi ξ � kerδp entoncescξ � δpS 1 � hp � ξ ���/� ImδpS 1. Esto

significaquec mandaciclosenbordeso, lo queeslo mismo,esel operadorcero

sobreHp � X � a� J
7.2 Corolario

Si a � a1 �������5� an es una n-upla de elementosdel centrode
�

, no singularen

sentidoalgebraicorespectode
�

, y X es un
�

-módulo a izquierda,a seŕa no

singularenel sentidodeTaylor respectodeX.

DEM

Aplicandoel lemaanteriorparac � I resultaquesi a1b1 9 +�+�+ 9 anbn � I , en-

toncesI est́aenel ideal � generadopor � a1 ��������� an � sobre
�

; entoncesel operador

I sobrela homoloǵıaescero,perocomoI inducela identidadenHp � X � a � λ � , éste

18



resultaiguala cero.

7.3 Corolario

Si X esun espaciodeBanachy a unan-upladeoperadoresqueconmutanentre

śı, el espectrodeTaylorσ � a� est́acontenidoenel espectroalgebraicoσ :;� a� para

cualquiersub́algebraconmutativaa � � ����� X � :
σ � a� � σ : � a� (9)

DEM

Esconsecuenciainmediatadel lemaanterior.

7.4 Lema

Sea

0 �I� X

f�I� Y

g�V� Z �I� 0

una sucesíon exactade
�

-módulos. Estasucesíon induceuna sucesíon exacta

cortaentrecomplejosdeKoszul

0 ��� E � X � a���I� E � Y� a�P�I� E � Z � a� �I� 0

Y por lo tanto(Lema5.1)unasucesíonexactalargaentrelashomoloǵıas

+�+�+ �V� Hp � X � a� f b p�I� Hp � Y� a� gb p�I� Hp � Z � a� δ b p��� Hp ^ 1 � X � a���I� +�+�+
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DEM

Sedefineel morfismo fp : En
p � X � a��� En

p � Y� a� por

fp � x l ej1 \ ����� \ ejp �1� f � x�vl ej1 \ ����� \ ejp

o sea,

f �� ∑
ε y{z n

p

xε l ε ���� ∑
ε y{z n

p

f � xε �<l ε

y deigual manerael morfismogp. Entoncesla sucesíon

0 �I� En
p � X � fp�V� En

p � Y � gp�I� En
p � Z �P�V� 0

esexactaparacadap, al serloencadaunadelas Y npZ copiasdeX o Y queforman

En
p � X � o En

p � Y � .
Paraque fp, gp aśı definidosseanmorfismosdecomplejosdebemosver que

conmutancon las diferenciales.Haremosla cuentapara f . Lo quehay quede-

mostraresla conmutatividadde

En
p � X � δp�I� En

p ^ 1 � X �
fp

d
fp ^ 1

d
En

p � Y � δ @p�I� En
p ^ 1 � Y �

20



δ @p � fp � x l ej1 \ ����� \ ejp ����� δ @p � f � x�<l ej1 \ ����� \ ejp �� ∑ �n� 1� i ^ 1a j i f � x� j1 \ �����poej i ����� \ ejp

fp ^ 1 � δp � x l ej1 \ ����� \ ejp ����� ∑ �n� 1� i ^ 1 f � a j i x� ej1 \ �����poej i ����� \ ejp

sonigualesporquea j i f � x��� f � a j i x� ( f esun morfismode
�

-módulos).

Ha resultadoque

0 �V� E � X � a� f��� E � Y� a� g�I� E � Z � a�=�I� 0

esunasucesíonexactacortadecomplejos.Porel lema5.1éstagenerala sucesíon

exacta”larga” buscadaJ
7.5 Corolario

En las condicionesdel lema7.4, Si a esno singularen doscualesquierade los

espaciosX � Y� Z tambíenlo seŕa enel tercero.Porlo tantoel espectrodea sobre

unodelosespaciosest́acontenidoenla unióndelosespectrossobrelosotrosdos.

DEM

Si a esno singularporejemploenX eY esporquelashomoloǵıasHp � X � a� y

Hp � Y� a� soncero;luego la sucesíonexactalargaes+�+�+ ��� HpS 1 � Z � a�=�I� 0 �V� 0 �I� Hp � Z � a�P�V� +�+�+
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resutandoHp � X � a��� 0 paratodo p J
8 Espectrosde h a1 i��V�G��i an j y h a1 i6�G�G��i an9 1 j
Consideraremosahoraun álgebracompleja

�
, un

�
-móduloa izquierdaX, y dos

n-uplasa �?� a1 �������4� an �;� � n y a@ ��� a1 �������4� anS 1 �;� � nS 1. El espectrode la

primeraesun subconjuntodeCn y el dela segundalo esdeCnS 1. Estudiaremos

la relacíonquehayentreambos.

8.1 Sucesíon exactaE   X ¡ a¢¤£ E   X ¡ a¥¦¢§£ E ¨ 1   X ¡ a¢
Paracadap � Z definimosmorfismosde

�
-módulosµp y νp:

0 �V� Ep � X � a� µp�I� Ep � X � a@ � vp�I� Ep ^ 1 � X � a���I� 0

µp esla inclusiónobvia

µp � x l ej1 \ ����� \ ejp �1� x l ej1 \ ����� \ ejp

y νp sedefinepor

νp � x l ej1 \ ����� \ ejp �1� ©ªc« x l ej1 \ ����� \ ejp si jp � n 9 1

0 si jp
	� n 9 1
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Es claro que paracadap estaes una sucesíon exactade
�

-módulos. Lo que

deseamosteneresunasucesíonexactacortadecomplejos

0 ��� E � X � a� µ�I� E � X � a@ � ν�V� E ^ 1 � X � a���I� 0

dondeconE ^ 1 � X � a� nosreferimosal mismocomplejoE � X � a� perodesplazado

un lugarhaciala derecha,esdecir, conlos ı́ndicesdisminuidosen1. El diagrama

conmutativo es

0 0 0d d d
+�+�+ �I� EpS 1 � X � a� δpS 1�I� Ep � X � a� δp�I� Ep ^ 1 � X � a� �I� +�+�+

µpS 1
d

µp
d

µp ^ 1
d

+�+�+ �I� EpS 1 � X � a@¬� δ @pS 1�I� Ep � X � a@¬� δ @p�I� Ep ^ 1 � X � a@¬�%�I� +�+�+
vpS 1

d
vp
d

vp ^ 1
d

+�+�+ �I� Ep � X � a� δp�I� Ep ^ 1 � X � a� δp ^ 1�I� Ep ^ 2 � X � a� �I� +�+�+d d d
0 0

(10)

Debemosdemostrarqueµp y νp conmutancon las diferenciales.Paraµp es

obvio dadoqueanS 1 no intervieneenningún momento.Hagamosla cuentapara
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νp.

νp ^ 1δ @p � x l ej1 \ ����� \ ejp �1� νp ^ 1 q p

∑
i m 1
�n� 1� i ^ 1a j i x l ej1 \ �����poej i ����� \ ejp t

Estoescerosi jp
	� n 9 1,coincidiendoconδp ^ 1νp � x l ej1 \ ����� \ ejp �G� δp ^ 1 � 0�G�

0 � Si jp � n 9 1,

νp ^ 1δ @p � x l ej1 \ ����� \ ejp �­� p ^ 1

∑
i m 1

�n� 1� i ^ 1a j i x l ej1 \ �����poej i ����� \ ejp ~ 1� δp ^ 1 � x l ej1 \ ����� \ ejp ~ 1 �� δp ^ 1νp � x l ej1 \ ����� \ ejp �
Sepuedepasar, deacuerdoal lema5.1,alahomoloǵıa,paraobtenerlasucesíon

exactalarga

+�+�+ ��� Hp � X � a� µb p�I� Hp � X � a@ � ν b p�I� Hp ^ 1 � X � a� δ b p�I� +�+�+ (11)

8.2 Observación

Enla construccíonanteriorel morfismoδ b p puedeinterpretarsecomola accíonde

anS 1 restringidaa la homoloǵıaHp ^ 1 � X � a� :
δ b p E ξ F ��E anS 1ξ F

DEM

Seaξ � Zp ^ 1 � X � a� . Notaremoscon E ξ F suclaseenla homoloǵıa Hp ^ 1 � X � a� .
De acuerdoal lema5.1seŕa δ b p ��E ξ F �1��E ϕ F , dondeexistealgunaψ � Ep � X � a@®� tal

24



queνp � ψ ��� ξ, δ @p � ψ ��� µ � ϕ � . Podemosescribirξ � ∑
ε y{z n

p ~ 1

xε l ε, paraalgunos

xε � X. Tomandoϕ � anS 1ξ obtenemos,dadoqueµ esunainclusión,µp ^ 1 � ϕ �1�
anS 1ξ.

Seaψ � ∑
ε y{z n

p ~ 1

xε l ε \ enS 1. Entonces

νp � ψ ��� ∑
ε y{z n

p ~ 1

xε l ε � ξ

y

δ @p � ψ ��� ∑
ε y{z n

p ~ 1

�C� 1� p ^ 1anS 1xε l ε 9 ����� (elementosconenS 1)� anS 1ξ 9 η

Peroνp ^ 1 � δ @p � ψ ��� � δp ^ 1 � νp � ψ ��� � δp ^ 1 � ξ � � 0 puesξ esun ciclo. Por lo

tantoδ @p � ψ �¯� Imµp ^ 1. Ningún elementode la imagendeµ puedetenercompo-

nentesconenS 1, demodoqueel η queaparecío arribaesceroy confirmamos

δ @p � ψ �$� µ � anS 1ξ � J
8.3 Corolario

Si a �U� a1 �������4� an � esno singular, tambíenlo seŕa a@���� a1 ��������� anS 1 � . Porejem-

plo, � I � a2 �������4� an � esno singularparaa2 �������4� an cualesquiera.

Sededucequesi λ1 ��������� λn � λnS 1 � σ � a@ � entoncesλ1 ��������� λn � σ � a� . Dicho
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deotramanera,

π � σ � a1 �������4� anS 1 ��� � σ � a1 �������4� an � (12)

dondeπ esla proyeccíon deCnS 1 enCn, π � z1 ��������� znS 1 �P�U� z1 �������4� zn � . En 14.4

vemosqueestacontencíonesdehechounaigualdad.

DEM

(a1 ��������� an � esnosingularsi y sólosi Hp � X � a�v� 0 paratodop. Reemplazando

en(11)seobtiene

0 �V� Hp � X � a@ �=�I� 0

exactaparacadap, y por consiguienteHp � X � a@®��� 0 paracadap.

8.4 Criterio de no singularidad

Seana � � y X comoenel lema7.1.LlamemosXp � a1X 9 +�+�+ 9 apX. Si Xn � X

y ap : X * Xp � X tienenúcleoceroparatodo p (si kerap � Xp), entoncesa esno

singularenX.

DEM

Lo haremospor induccíonenn. Si n � 1 el complejodeKoszules

0 �I� X

δ1��� X ��� 0

δ1 � x�1� a1x

X1 � a1X � X. Ademása1 : X *=� 0 � � X tiene núcleocero; luego a1 � δ1 es

biyectivay por lo tantonosingular.
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Supongamosqueseha demostradoparan. Seaa@ �°� a1 �������4� an � anS 1 � , a �� a1 ��������� an � . El hechodequelosa1 �������4� an � anS 1 conmutencontodosloselemen-

tosde
�

nospermiteconsiderara cualquieradelos Xp comoun
�

-móduloenśı

mismo.

La n-uplaa1 �������5� an cumpleconlashipótesisdeestelemasi nosrestringimos

al espacioXn � a1X 9 +�+�+ 9 anX. La hipótesisinductivaindicaquea esnosingular

enXn.

Por el corolario8.3, a@ tambíen esno singularen Xn o lo quees lo mismo,

Hp � X � a@ ��� 0 paratodo p.

Consideramosahorala sucesíon exactade
�

-módulosobtenidaal hacerel

cocientedeX � Xn 9 anS 1X por Xn,

0 �I� Xn �I� X �I� X * Xn �V� 0

Obtenemosdeacuerdoal lema7.4unasucesíonexactalargadehomoloǵıas+�+�+ �I� Hp � Xn � a@ �P�I� Hp � X � a@ � �I� Hp � X * Xn � a@ �P�V� +�+�+
Ya vimosqueHp � Xn � a@¬� escero. VeamosqueHp � X * Xn � a@R� tambíenescero,

con lo cual quedaŕa demostradoel teorema.La diferencialδp : Ep � X * Xn � a@R�=�
Ep ^ 1 � X * Xn � a@a� es

δp ��E xF l ej1 \ ����� \ ejp �$� ©ªc« E 0F si jp
	� n 9 1�n� 1� p ^ 1 E anS 1xF l ej1 \ ����� \ ejp ~ 1 si jp � n 9 1

(dondeE xF esla clasedeequivalenciadex enX * Xn). EstosedebeaqueaiX � Xn.

Porlo tantoloselementosdeZp � X * Xn � a@a�I� kerδp sonsumadecosasdela forma
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E xF l ej1 \ ����� \ ejp con jp
	� n 9 1.

Porotrolado, E xF � a1 E x1 F±9 +�+�+ 9 anS 1 E xnS 1 F paraalgunosx1 �������5� xnS 1 (porque

XnS 1 � X � � Peroa1x1 9 +�+�+ 9 annxn � Xn y por lo tanto E xF � anS 1 E xF . EntoncesE xF l ej1 \ ����� \ ejp � δpS 1 ��E xnS 1 F � y porlo tanto,kerδp � ImδpS 1, Hp � X * Xn � a@a�G�� 0 � J
9 Complejosde cadenaparamétricos

9.1 Lema

SeaX unespaciodeBanach,y a �|� a1 �������4� an � unan-upladeoperadoresquecon-

mutanentreśı. Paracadan-upladenúmeroscomplejosλ � Cn seaE � X � a � λ � el

complejodeKoszulasociado,y seaδ � λ ���UT δp � λ �{W sudiferencial.Recordemos

que δp � λ � : En
p � X �!� En

p ^ 1 � X � esun operadorlineal acotadoparacadap � Z.

Podemosdecir que la aplicacíon λ 
� δ � λ � escontinuaen el sentidosiguiente:

Paratodoε w 0, λ � Cn, existeun α w 0 tal que�� δp � λ �V� δp � λ @ � �� " ε

paratodo � λ � λ @¦�/" α y todo p � Z.

DEM

Parap w n o p " 0 la diferencialδp � λ � esla aplicacíonceroy nohaynadaque

demostrar. Para0 . p . n, dela identidad(4) resulta

δp � λ � x l ej1 \ ����� \ ejp � p

∑
i m 1

�n� 1� i ^ 1 � a j i � λ j i � x l ej1 \ �����poej i ����� \ ejp
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Al restarδ � λ @ � obtenemos�� Y δp � λ �V� δp � λ @ � Z x l ej1 \ ����� \ ejp

��
� ���� p

∑
i m 1

�C� 1� i ^ 1 � λ @ j i � λ j i � x l ej1 \ �����poej i ����� \ ejp

����. � x � p
∑

i m 1 ²²² λ @ j i � λ j i ²²². p
n

max
i m 1 ²²² λ @ j i � λ j i ²²² � x �. n � λ � λ @¦�³� x �

Seaξ � Ep � X � a� , ξ � ∑
ε y{z n

p

xε l ε,

�� � δp � λ �G� δp � λ @ ��� ξ �� . ∑
ε y{z n

p

�� � δp � λ �V� δp � λ @ ��� xε l ε
��. Y npZ n � λ � λ @¦�k� x �. n + n! � λ � λ @ �k� x �

Resultando �� δp � λ �V� δp � λ @ � �� . n + n!
�� λ � λ @ �� J

9.2 Definición

Generalizandolo observadoen el lema anterior, se definecomplejode cadena

paramétricodeespaciosdeBanach dela siguientemanera:SeaY � T Yp � p � Z W
unasucesíon de espaciosde Banach. Notaremoscon ´�� Y � al conjuntode las

sucesionesde funcionesδ � T δp � p � Z W talesque � Y� δ � esun complejode ca-

dena;esdecir, talesqueδp �&��� Yp � Yp ^ 1 � , δp ^ 1 _ δp � 0.

SeaΛ un espaciotopológicocualquiera.Un complejodecadenaparaḿetrico
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esunaaplicacíon δ : Λ � ´�� Y � , δ � λ �=� T δp � λ � � p � Z W tal quecadaaplicacíon

δp : Λ �µ��� Yp � Yp ^ 1 � escontinua.

Enel casoenqueYp � 0 exceptoparafinitos p � Z diremosqueδ : Λ �x´�� Y �
esuncomplejodecadenaparaḿetricofinito.

9.3 Observación

Si a ��� a1 �������4� an � esunan-upla de operadorescontinuossobreun espaciode

BanachX entoncesla aplicacíon δ quedefinimosenel lemaanterioresun com-

plejo de cadenaparaḿetrico finito de Cn en la sucesíon de espaciosEn � X �#�T En
p � X � � p � Z W .

10 Complejo C h Λ i Y i δ j
SeaΛ un espaciotopológico,Y � T Yp � p � Z W unasucesíon de espaciosde Ba-

nachy δ : Λ ��´�� Y � un complejodecadenaparaḿetricofinito.

NotemosconC � Λ � Yp � al C-espaciovectorialde las funcionescontinuasde

Λ en Yp. SeaC � Λ � Y �#�¶T C � Λ � Yp � � p � Z W . Definimosel complejode cadena

paraḿetricoC � Λ � Y� δ �G��� C � Λ � Y � � δ̃ � , cuyadiferencialδ̃ � � δ̃p : C � Λ � Yp �1� C � Λ � Yp ^ 1 � � p � Z �
est́adefinidapor

δ̃p f � λ �$� δp � λ � f � λ �
paraλ � λ y f � C � Λ � Yp � . Esclaroqueδ̃ aśı definidaesunaaplicacíon lineal y

δ̃p ^ 1 _ δ̃p � 0.
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10.1 Espaciococientey operadoresde rango cerrado

SeaX unespaciodeBanachy F � X unsubespaciocerrado.Entoncesel espacio

cocienteX * F esunespaciodeBanachconla norma�·E xF �P� d � x � F ��� inf ��� x 9 y � � y � F
�

dondeE xF � x 9 F esla clasedex enX * F ([R-S], III.4).

SeaA �¸��� X � Y � unoperador. El núcleodeA, kerA � A ^ 1 � 0� esunsubespacio

cerradode X por la continuidadde A. La imagende A, ImA � AX, en cambio,

no esnecesariamentecerrada.En los casosenqueśı lo seadiremosqueA esun

operadorderangocerrado.

10.2 Lema

SeaA �³��� X � Y � un operadorde rangocerrado.Entoncesla biyeccíon inducida

porA

Ã : X * kerA ��� ImA

Ã E xF � Ax

esunoperadorinversiblecon
�� Ã �� = � A � �

DEM

TantoX * kerA comoImA sonespaciosdeBanach,puestantoel núcleocomo

la imagendeA soncerrados.Estrivial queÃ est́a biendefinidoy eslineal. Ã es

continuopues �� Ã E xF �� � � A � x 9 y�·� > y � kerA. � A �$� x 9 y � > y � kerA
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Luego
�� Ã E xF �� .?� A �1�·E xF � , resultando

�� Ã �� .?� A � . Además, paracadaε w 0

existealgún x � X con � x ��. 1 y � Ax ��wL� A �1� ε. Pero �5E xF ��.U� x �6. 1, luego�� Ã E xF �� �L� Ax �#w0� A �$� ε. Deah́ı que
�� Ã ��6¹ � A � .

Finalmente,Ã �º��� X * kerA � ImA� esbiyectivo y por lo tanto([R-S], teorema

III.11) Ã ^ 1 �(��� ImA � X * kerA� .
10.3 Corolario

En las condicionesdel lemaanterior, dadoAx � y sepodŕa encontrarx@ � X tal

queAx@ � y, � x@ �/. K � y � , todavezqueK w �� Ã ^ 1
�� .

DEM

Comoy � ImA, sepuedetomar E uF � Ã ^ 1y. Au � Ã E uF � y. E uF . �� Ã ^ 1
�� � y � .

Estoquieredecirqueinf ��� u 9 z � : z � kerA
� . �� Ã ^ 1

�� � y � . Existeentoncesalgún

x@4� u 9 zcon � x@»�/. �� Ã ^ 1
�� � y � y Ax@4� Ax@ 9 A � u � x�1� Au � Ax � y.

10.4 Teorema

Seaδ : Λ � ´�� Y � un complejode cadenaparaḿetrico finito comoen 9.2. Sea

λ0 � Λ tal que � Y� δp � λ0 ��� esexacto. Entoncesexisteun entornoU deλ0 tal que� Y� δp � λ ��� esexactoparatodoλ � U .

DEM

Fijemosp � Z. SeaA � δpS 1 � λ0 � , B � δp � λ0 � . Entonces

XpS 1

A�I� Xp

B��� Xp ^ 1

esunasucesíon exactade espaciosde Banach,e ImA � kerB esun subespacio
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cerrado(los núcleossoncerrados).Tambíen ImB escerrado,puescoincidecon

kerδp ^ 1 � λ0 � .
De acuerdoal lema10.2sepuededefinir el operadorÃ : XpS 1 * kerA � ImA,

queresultaunisomorfismodeespaciosdeBanach.SuinversoÃ ^ 1 esunoperador

lineal continuo.Seak � kpS 1 � λ �$� �� Ã ^ 1
�� .

1. DadaunasucesíonexactadeespaciosdeBanach

X

A�I� Y

B�V� Z

dondeImBescerrado,seanA@·�¼��� X � Y � , B@5�½��� Y� Z � talesque � A � A@¦� � � B � B@»��"
γ. EntoncesexisteK w 0 tal queparatodoy � kerB@ existex � X tal que� x � . K � y �� A@ x � y � . Kγ � y �
Dem:Seay � kerB@ fijo. SeanK0 w �� B̃ ^ 1

�� � K1 w �� Ã ^ 1
�� . � By ���7� By � B@ y ��"

γ � y � . Por 10.3 existe y@1� Y tal que By@G� By, � y@¦�¸" K0 � By � . Luego� y@»�P" K0γ � y � . Comoy � y@4� kerB � ImA, existex@�� X tal queAx � y � y@ .
Nuevamentepor 10.3 existe x � X tal que Ax � Ax@ � � x �(" K1 � Ax �¾�
K1 � y � y@ � . � y � y@ �#.8� y � 9 � y@ �#"8� y � 9 K0γ � y �/"7� 1 9 K0γ �I� y � . Luego
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� x �¿"7� 1 9 K0γ � K1 � y � .� A@ x � y � . � A@ x � Ax � 9 � Ax � y �. � A � A@ �1� x � 9 �5� y � y@ � 9 y �" γ � x � 9 � y@ �" γ � 1 9 K0γ � K1 � y � 9 K0γ � y �" γK � y �
conK � 1 9 K0γK1 9 K0γ �

2. Existeunγ tal quesi � A � A@À� � � B � B@»��" γ y B@ A@�� 0,entonceslasucesíon

X

A@�I� Y

B@�I� Z esexacta.

Dem: Podemoselegir γ en la parteanteriortanchico comoseanecesario.

Tomamosγ tal queKγ " 1
2. Seay � kerB@ cualquiera.Existex1 � X tal que� x1 � " K � y �� A@ x1 � y � " 1

2 � y �
Seay2 � A@ x1 � y � kerB@ . Existex2 tal que� x2 �/" K � y2 �/" K

2 � y �� A@ x2 � y2 �/" 1
2 � y2 � � 1

2 � A@ x1 � y �¿. 1
4 � y �
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Engeneralpodemosdefinirdossucesionesxn � yn talesque� yn � " 1
2n � y �� xn � " K
2n ~ 1 � y ������ n

∑
i m 1

A@ xi � y

����� " 1
2n � y �

Seax � ∞

∑
i m 1

A@ xi . Seŕa A@ x � y.

3. Aplicandola técnicaanterioralasfinitasparejasdeoperadoresA � δp � λ0 � � B �
δp ^ 1 � λ0 � � 0 . p . nseobtieneγ � minγp tal quesi max

p
T �� δp � λ �G� δ � λ0 � �� W "

γ entoncesel complejoesexacto. La continuidadde la diferencialδp � λ �
garantizaqueparaalgún α w 0, � λ � λ0 �#" α implica

�� δp � λ �G� δp � λ0 � �� "
γ. El entornobuscadoesU �|��� λ � λ0 �#" α

� J
10.5 Corolario

Si a �-� a1 �������4� an � esunan-uplaconmutativa de operadoresen ��� X � entonces

σ � a� escerrado,porqueCn Á σ � a� , el conjuntode los λ tal queE � X � a � λ � es

exacto,esabierto.

10.6 Observación

En la demostracíon anteriorsepuedeobservar que � x �¾. K � y � . Por lo tanto,

paratodo y � kerB@ existe x � X tal queA@ x � y� � x �Â. K � y � . O sea,kp � λ �P��� Ã ^ 1
�� . K � K � p� . Aplicandoesteresultadoa lasfinitasparejasdeoperadores

del complejoseobtieneunacotaM � max
p

K � p� 9 1 tal quekp � λ � " M paratodo

λ � U .
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10.7 Teorema

SeaΛ un espaciotopológico localmentecompacto,Y � T Yp W unasucesíon de

epaciosde Banachy δ : Λ � ´�� Y � un complejode cadenaparaḿetrico finito

tal que � Y� δ � λ ��� esexactoparatodoλ � Λ. Entonces,el complejoC � Λ � Y� δ � es

exacto.

DEM

SuponemosprimeroΛ compacto.De acuerdoa 10.6,paracadaλ existe un

entornoen el cual kp � λ � esacotadoparatodo p. SiendoΛ compacto,sepuede

tomarunacotaM tal quekp � λ �P" M paratodoλ � Λ, 0 . p . n. Seaf � kerδp;

estoes,δp � λ � f � λ ��� 0 > λ � Λ. Seanα1, α2 w 0. C � Λ � Yp � esunespaciodeBanach

conla norma � f �P� sup
λ y Λ

� f � λ �·�#" ∞ puesΛ escompacto.Paracadaλ � Λ existe

unabiertoUλ tal que � f � λ �V� f � λ @ �·� " α1 > λ @ � Uλ�� δpS 1 � λ �V� δpS 1 � λ @ � �� . α2 > λ @ � Uλ

y paracadaλ hayun x@λ � YpS 1 tal queδpS 1 � λ � x@λ � f � λ � , pues f � λ �P� kerδp � λ �
y el complejoesexacto.Entonces��1Ã x@λ Ä �� . kp � λ � �� δpS 1 � λ � x@λ �� . M � f � λ �·�
(donde Ã x@λ Ä esla clasedex@λ enYpS 1 * kerδpS 1) y existexλ tal queδpS 1 � λ � xλ �
f � λ � y � xλ �/. M � f � .� Uλ

�
es un cubrimientopor abiertosdel compactoΛ. Podemostomar un

subcubrimientofinito U1 �������4� UN, Ui � Uλi
, xi � xλi

.

36



Sea

g0 � λ �$� N

∑
i m 1

xiϕi � λ �
donde � ϕi

�
esunapartición de la unidadasociadaal cubrimiento � Ui

�
. Como� xi �#. M � f � , � g0 � λ �{�#. M � f �

δpS 1 � λ � g0 � f esunaprimeraaproximacíona f :�� δpS 1 � λ � g0 � f
�� � ����� N

∑
i m 1

� δpS 1 � λ � xi � f � λ ��� ϕi � λ � �����. ����� N

∑
i m 1

� δpS 1 � λ � xi � δpS 1 � λi � xi 9 f � λi �G� f � λ ��� ϕi � λ � �����. N

∑
i m 1

Y �� δpS 1 � λ � xi � δpS 1 � λi � �� � xi � 9 � f � λi �V� f � λ �·� Z � ϕi � λ �·�
Puestoqueλ � Ui endondeϕi � λ � noescero,losprimerostérminosest́anacotados

porα2 � xi � y los segundosporα1, resultando�� δpS 1 � λ � g0 � f
�� . α2 � xi � 9 α1 . α2M � f � 9 α1

Tomandoahoraα2 y α1 convenientesobtenemos�� δpS 1g0 � f
�� " 1

2� g0 � " M � f �
Seanf0 � f , f1 � f0 � δpS 1g0. Repitiendoel procedimientosepuedeobtener
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g1 tal que �� δpS 1g1 � f1
�� � �� δpS 1 � g1 9 g0 �V� f

�� " 1
4� g1 �/" M � f1 �#" M

2

Engeneral,seobtieneunasucesíondefuncionesgi � C � Λ � YpS 1 � tal que� gi � . M
2i����� δpS 1 q i

∑
j m 0

g j t � f

����� " 1
2i s 1

La funcióng � ∞

∑
i m 1

gi cumple

δpS 1g � f

Enel casolocalmentecompactopodemostomarunentornocompactodecada

punto, obtenerun subcubrimientolocalmentefinito � Ui
�

y una partición de la

unidad � ϕi
�

asociadaa él ([Kelley], 5.W). ParacadaUi encontramosunagi que

coincidacon f sobreel compactoUi, paraterminardefiniendo

g � ∑giϕi J
11 Complejosde funcionesanaĺıticas

SeaX un espaciode Banachy U � Cn un abierto. Una función f : U � X es

anaĺıtica (holomorfa) enU si admiteparacadaw � U un desarrolloen seriede
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potenciasabsolutamenteconvergenteenunentornoV dew:

f � z�$� ∑ai � z � w� i (13)

dondei �|� i1 �������5� in � recorretodaslasn-uplasdeenterosmayoreso igualesacero,� z � w� i ��� z1 � w1 � i1 +�+�+ � zn � wn � in y ai � X paracadai.

NotaremosconA � U � X � al conjuntodelasfuncionesU � X quesonanaĺıticas.

Asociamosa la seriedepotencias(13) la seriedepotenciasreal

∑
i
� ai � r Å i Å (14)

donde Æ i ÆÇ� i1 9 +�+�+ 9 in, r � R.

Presentamosalgunoslemasclásicossobrefuncionesanaĺıticas.Si biennues-

tras funcionestienenimagenen un espaciode Banachen lugar de R o C, las

demostracionespuedenrepetirsepasoapasodelasversionesconocidasparafun-

cionesconcodominioenC �
11.1 Lema

Si f esunafunción anaĺıtica enw � U la serie(14) esconvergenteenun entorno

decero.

DEM

La serie(13) esabsolutamenteconvergenteenun entornoV dew; tomandor

tal que � w1 9 r ��������� wn 9 r � � V seobtienela convergenciade(14).
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11.2 Lema

Si R w 0 esel radio de convergenciade (14), la serie(13) esconvergenteen el

polidiscoD �3� z � U : max��Æw1 � z1 Æ �������4� Æwn � zn Æc�=" R
�
.

DEM

Si � z1 �������4� zn �=� D, la serie

∑
i
� ai ��Æw1 � z1 Æ i1 +�+�+�+±+ Æwn � zn Æ in

quedaacotadapor∑ � ai � r Å i Å , donder � max��Æw1 � z1 Æ �������4� Æwn � zn ÆD� .
11.3 Lema

La representación de una función δ : U � Cn � X como seriede potenciases

única.([Mujica], Lema4.7)

11.4 Lema

Sean
A � z�$� ∑

i
aizi ai ����� X � Y �

x � z�1� ∑
i

xizi xi � X

absolutamenteconvergentesen un entornoU de cero. Entoncesla serie”pro-

ducto”

∑
i È j aix jz

i S j

querepresentaaA � z� x � z� esconvergenteenunentornodecero

DEM
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Esconsecuenciadel lema11.2.En efecto,la seriedelosmóduloses

∑
i È j � ai � �� x j

�� r i S j

y representaal productodedosfuncionesanaĺıticasreales,∑
i
� ai � r i y ∑

j

�� x j
�� r j ,

demaneraqueesconvergenteenunentornodecero.

11.5 Lema (Seriede Laur ent)

Todafunción g � A � C Á � 0 � � X � (X un espaciodeBanach)seescribedemanera

únicacomo

g � z�$� ∑
n y Z

xnzn

paraalgunosxn � X, demaneraque

1. La serie∑
n É 0

xnzn � g1 � z� convergeparatodoz � C

2. La serie∑
n Ê 0

x ^ nzn � g2 � z� convergeparatodoz � C

3. g � z��� g1 � z� 9 g2 � 1* z� essumadedosfuncionesanaĺıticasenC Á � 0 � con

g1 anaĺıtica tambíenenceroy g2 � 0�$� 0.

([B-G], Prop.2.4.8)

11.6 Lema (Teoremade Liouville)

Si g � A � C � X � , X espaciode Banach,esacotada,entoncesesconstante.(Ver

[B-G], 2.1.20),([Mujica], Prop.5.10)
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SeaY � T Yp � p � Z W unasucesíondeespaciosdeBanach.El conjunto��� Yp � Yp ^ 1 �
de operadorescontinuosesun espaciode Banachy podemosconsiderarel con-

junto A � U � ��� Yp � Yp ^ 1 ��� .
11.7 Definición (Complejo Analı́tico)

Seaδ : U �)´�� Y � un complejoparaḿetricodeespaciosdeBanach,conU � Cn

abierto.Diremosqueδ esanaĺıtico si δp : U �
��� Yp � Yp ^ 1 � esanaĺıticaparacada

p � Z.

11.8 Observación

Sea � a1 �������4� an � unan-uplade operadoresen ��� X � queconmutanentreśı. Sea

δ � λ1 �������4� λn � el operadordebordedelcomplejodeKoszulE � X � a1 � λ1 ��������� an �
λn � . Entoncesδ : Cn �Ë´�� En � X ��� esuncomplejodecadenaparaḿetricoanaĺıtico.

Más aún, cadaδp : Cn �)��� En
p � X � � En

p ^ 1 � X ��� es un polinomio de grado1 en

λ1 �������4� λn.

DEM

Seaξ � En
p � X � . Deacuerdoa (6),

ξ � ∑
ε y{z n

p

xε l ε � ∑
ε y{z n

p

� Pεξ �vl ε

DondePε �&��� En
p � X � � X � sedefinepor

Pε0 ∑
ε y{z n

p

xε l ε � xε0 paraε0 ��� n
p
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Aplicandoδp � λ � obtenemos

δp � λ � ξ � ∑
ε y{z n

p

δp � λ ��� Pεξ �vl ε� ∑
ε y{z n

p

q p

∑
i m 1
� a j i � λ j i � Pεξ l ε̂i t� ∑

ε y{z n
p

p

∑
i m 1

Qε̂i � a j i � λ j i � Pεξ

Luego

δp � λ �1� ∑
ε y{z n

p

p

∑
i m 1

Qε̂i a j i Pε � Qε̂i λ j i Pε (15)

donde

Qε̂i �(��� X � En
p ^ 1 � X ���

Qε̂i x � x l ej1 \ �����poej i ����� \ ejp J
12 Complejo A h U i Y i δ j
12.1 Def

Dadoun complejoparaḿetricoanaĺıtico deespaciosdeBanachδ : U ��´�� Y � se

puededefinir, demaneraańalogaa lo hechoanteriormenteconlasfuncionescon-

tinuas(Seccíon10),el complejoA � U � Y� δ � sobrelosespaciosT A � U � ��� Yp � Yp ^ 1 ��� � p � Z W
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mediantela diferencialδ̃ definidapor

δ̃p f � z�$� δp � z� f � z� (16)

paraz � U , f �º��� U � Yp � . Buscaremosun resultadosimilar al teorema10.7enel

cualsepreserveno sólo la continuidadsinotambíenla analiticidad.

12.2 Lema

SeanX � Y� Z espaciosde Banachy U � Cn abierto. Seanα : U �­��� X � Y � , β :

U �x��� Y� Z � anaĺıticas,talesqueImα � z�#� kerβ � z� paraz � U . Seaz0 � U tal

quela sucesíon

X

α � z0 ��I� Y

β � z0 ��V� Z

esexacta.Seanα̃ : A � U � X ��� A � U � Y � , β̃ : A � U � Y ��� A � U � Z � definidaspor

α̃ f � z�­� α � z� f � z�
β̃g � z�­� β � z� g � z�

existeentoncesun entornoV dez0 tal que

A � V � X � α̃��� A � V � Y � β̃��� A � V � Z �
esexacta.

DEM
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Podemossuponersinpérdidadegeneralidadquez0 � 0. Sean

α � z��� ∑
i

aizi

β � z��� ∑
i

bizi

losdesarrollosenseriedeα y β, convergentesenunentornodecero.La exactitud

enz0 significaqueImα � 0�=� kerβ � 0� . Aplicandoel lema10.2al operadorA �
α � 0� , seak � �� Ã ^ 1

�� .
Seag � kerβ, o sea,g � A � U � Y � tal queβ � z� g � z��� 0 paraz � U . Sea

g � z�$� ∑
i

yiz
i

sudesarrolloenseriedepotenciasválido enun entornodecero. Buscamosuna

f � A � U � X � tal que g � z�¯� α � z� f � z� paratodo z. Encontraremosprimero los

términosdela seriedepotenciaspara f

f � z��� ∑
i

xiz
i

paraestudiara continuacíonsuconvergencia.

Especializandoenz � 0obtenemosα � 0� f � 0�G� a0x0 � g � 0�G� y0. Peroβ � 0� g � 0�V�
0 y kerβ � 0��� Imα � 0� por hipótesis,luego existe un x0 tal quea0x0 � y0. Mas

aún,podemoselegirlo demaneraque � x0 �#. k � y0 � . Aplicandoα̃ ax0 obtenemos

unaseriede potenciasquedifiere de g únicamenteen términosde gradomayor

quecero:

g � z�G� α � z� x0 � ∑
i
� yi � aix0 � zi
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Supongamosquesehanencontradolos términosxi dela seriepara f hastael

ordenm, y sea

Sm � z�$� ∑Å i Å � m

xiz
i

La serieg � z�G� α � z� Sm � z� contieneúnicamentetérminosdegradomayoro iguala

m 9 1:

g � z�V� α � z� Sm � z�$� ∑Å i Å m mS 1

wiz
i 9 QmS 1 � z�

donde

wi � yi � ∑
0 � u � i

auxi ^ u

y QmS 1 � z� contienetérminosdegradomayoro igual a m 9 1. Aplicamosβ � z� a

la igualdadanterior,

β � z��E g � z�G� α � z� Sm � z� F � β � z� g � z�G� ∑Å i Å � m

β � z� α � z� xiz
i � 0

Porconsiguienteβ � z� q ∑Å i Å m mS 1

wizi 9 QmS 1 � z� t � 0. Luego la serie

∑
iÅ j Å m mS 1

biw jz
i S j 9 β � z� QmS 1 � z�

seanulaenun entornodecero.Todossuscoeficientesdebeŕanserceroenvirtud

de la unicidadde la representación comoseriede potencias.En particularseŕa

b0w j � 0 para Æ j ÆÌ� m 9 1. Sepuedenencontrarpor consiguientelos x j talesque

a0x j � w j Æ j ÆÌ� m 9 1
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y completarla seriede f hastael gradom 9 1. Los x j puedentomarsedemanera

que
�� x j

�� . k
�� w j

�� , estoes,�� x j
�� . k q �� y j

�� 9 ∑
0 � i � j

� ai � �� x j ^ i
�� t

Sea

SmS 1 � z�$� Sm � z� 9 ∑Å j Å m mS 1

x jz
j

α � z� SmS 1 � z�1� α � z� Sm � z� 9 ∑Å j Å m mS 1

a0x jz
j 9 ∑Å i Å Ê 0Å j Å m mS 1

aix jz
i S j

entoncesg � z��� α � z� SmS 1 � z� contieneúnicamentetérminosde orden mayor o

igualam 9 2.

Procediendoinductivamentehemosobtenidounaseriepara f quehaceválida

la ecuacíon formal α � z� f � z�$� g � z� entreseriesdepotencias.Paraprobarla con-

vergencia,seanδ � ρ positivostalesque

∑
i Ê 0

� ai � δ Å i Å{" ρ " 1
k

Y tal quelasseriesdeg y α sonabsolutamenteconvergentesenel entornodecero

dadopor P �3� z : max ��Æ zi Æ � 1 . i . n
� " δ

�
. Seah la funcióndefinidaenP por

h � z�$� � x0 � ρ 9 ∑
i Ê 0

� yi � zi

ρ � ∑
i Ê 0

� ai � zi

h esun cocientede funcionesanaĺıticasdefinidoentodoP y espor lo tantouna
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funciónanaĺıtica. Sea∑
i

γizi la seriedepotenciasasociada,convergenteenP. Los

coeficientesγi quedandeterminadospor la relacíon recursiva

γ0 � x0

γ j � 1
ρ q �� y j

�� 9 ∑
i � j

� ai � γ j ^ i t
(Ver [Gleason],Lema1.7).

Por induccíon resulta
�� x j

�� . γ j paratodo j y la seriede potenciasde f ha

quedadoacotadapor la deh, queesconvergenteenP. Por lo tantonuestraserie

esabsolutamenteconvergenteentodoel entornoP.

12.3 Corolario

Seaδ : U � ´�� Y � un complejode cadenaparaḿetrico anaĺıtico de espaciosde

Banach,delongitudfinita,U � Cn abierto.Seaz0 � U tal que � Y� δ � z0 ���1�
0 ��� Yk

δk � z0 ��I� +�+�+ δ2 � z0 ��V� Y1

δ1 � z0 ��I� Y0 �I� 0

esexacto.Entoncesexisteun entornoV Í z0 tal queA � V � Y� δ �1�
0 �I� A � V � Yk � δ̃k�V� +�+�+ �I� A � V � Y0 �P�I� 0

tambíenesexacto.

DEM

Bastaŕa tomarla interseccíon de los entornosobtenidosenel lema12.2para
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cadasegmento

Yp

δp � z0 ��I� Yp ^ 1

δp ^ 1 � z0 ��I� Yp ^ 2 J
12.4 Haz de gérmenesde funcionesanaĺıticas

Quisíeramosconvertir el resultadolocal obtenidoen12.3enunoglobal; estoes,

encontrarcondicionessobreU paraque la exactitudde � Y� δ � z��� en todo z � U

impliquela exactituddeA � U � Y� δ � . Recurriremosparaello a la teoŕıa dehaces.

Definimosel haz Î���ÎÂ� U � X � degérmenesdefuncionesanaĺıticas(holomor-

fas)de un abiertoU � Cn en un espaciode BanachX comoel conjuntoquese

obtieneal cocientarla clase�<� x � f � V � : U O V � V abierto,x � V, f � A � V � X � �
por la relacíon deequivalencia� x � f � V ��Ï0� y� g � W ��Ð x � y� f * V Ñ W � g* V Ñ W

Dadox � V, V abiertoenU , f holomorfaenV, senotaŕa E f F x ala claseo fibra

de � x � f � V � . Dotamosa Î dela topoloǵıageneradapor losconjuntos� f � W � �3�<E f F x : x � W
�

(17)

DadoV � U abiertoel grupodeseccionesdeV en Î , Γ � V � Î¯� , coincidecon

el grupodelasfuncionesanaĺıticasdefinidasenV, A � V � X � .
El conjuntode las funcionesanaĺıticasdefinidassobretodoU , A � U � X � , es
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isomorfoal conjuntoΓ � U � Î!� delasseccionesglobales,queasuvezesisomorfo

al primergrupodecohomoloǵıaH0 � U � Î¯� del haz.

Paralasdefinicionesy los detallesdela construccíon del hazdegérmenesde

funcionesanaĺıticas,cohomoloǵıadehacesy laspropiedadesarribamencionadas

puedeconsultarse,porejemplo,[Krantz], 6.2.

12.5 Lema

Seaδ : U �Ò´�� Y � un complejodecadenaparaḿetricoanaĺıtico, tal que

0 ��� Yk

δk � z���� +�+�+ �I� Y1

δ1 � z��I� Y0 �V� 0

esexactoparacadaz � U � Cn, δp � A � U � ��� Yp � Yp ^ 1 ��� paracada0 . k . p.

Entoncesδ induceunasucesíonexactadehaces

0 ��� ÎÂ� U � Yk � δ̄k�I� +�+�+ �I� ÎÂ� U � Y1 � δ̄1�I� ÎÂ� U � Y0 � �I� 0

donde

δ̄p ��E f F z���0E δp f F z
paraz � U , f � A � V � Yp � .

DEM

1. δp f � A � V � Yp ^ 1 � por el lema11.4,demaneraqueδ̄p est́abiendefinida

2. δ̄p esunmorfismodehaces.En efecto:
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Ó δ̄p esunmorfismoenlasfibras:

δ̄p YÇE f F z 9 E gF zZ � δ̄p ��E f 9 gF z �� E δp � f 9 g� F z� E δp f 9 δpgF z� E δp f F z 9 E δpgF z� δ̄p Y E f F zZ 9 δ̄p Y E gF z ZÓ δ̄p escontinuo: Sea � f � V � un abiertoelementalde ÎÂ� U � Yp ^ 1 � comoen

(17). Sea E hF z0
� δ̄ ^ 1

p �»� f � V � � . Entoncesδp � z� h � z�P� f � z� paratodo z en

un entornoW de z0. Paracadaz � W � V seŕa δ̄p Y±E hF z Z �ÔE f F z ��� f � V � ,
resultandoel abierto � h � V � W

� � δ̄ ^ 1
p �A� f � V � �Ó δ̄p ^ 1 _ δ̄p � 0:

δ̄p ^ 1 Y δ̄p Y E f F zZ{Z ��E δp ^ 1δp f F z �8E 0F zÓ Im δ̄p � kerδ̄p ^ 1: SeaE gF z � kerδ̄p ^ 1. EntoncesE δpgF z �0E 0F z. Estosignifica

quela función δpg seanulaenun entornodez. Además,la sucesíon

Yp

δp � z���� Yp ^ 1

δp ^ 1 � z��I� Yp ^ 2

esexactapor hipótesis. Por el lema12.3existirá un entornoV � W de z

donde

A � V � Yp � δ̄p�V� A � V � Yp ^ 1 � δ̄p ^ 1�I� A � V � Yp ^ 2 �
esexacta.δpg ÆV � 0, demodoqueg � kerδp ^ 1 ÆV � Imδp ÆV por la exacti-
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tud. Existiráentoncesh � A � V � Yp � tal queδph � g. ResultaE gF z ��E δphF z �
δ̄p Y E hF zZ J

12.6 Observación

Fijadosun abiertoU � Cn y unasucesíon finita deespaciosdeBanachY0 ������� Yk,

notaremoscon Î p �UÎ�� U � Yp � al correspondientehazdefuncionesanaĺıticas.

DadouncubrimientoÕ deU porabiertos,notaremosconCr ��Õ � Î p � alosgru-

posder-cocadenasy conεr
p : Cr ��Õ � Î p �1� Cr S 1 �ÇÕ � Î p � al operadordecoborde.

SeanZr ��Õ � Î p ��� kerεr
p los gruposdecociclos,Br ��Õ � Î p �=� Imεr

p ^ 1 los cobor-

desy Hr �ÇÕ � Î p �!� Zr �ÇÕ � Î p ��* Br ��Õ � Î p � los gruposdecohomoloǵıa correspon-

dientes.Los gruposdecohomoloǵıa Hr � U � Î p � deU sonel lı́mite directodelos

gruposHr ��Õ � Î p � sobretodaslasparticionesÕ .

12.7 Lema

En lascondicionesdel lema12.5,supongamosquela cohomoloǵıa de todoslos

hacesÎ p estrivial. Estoes,

H i � U � Î p �­� � 0 � parai w 0

Entoncessetendŕaquela sucesíon

0 �V� A � U � Yk � δk��� A � U � Yk ^ 1 �=��� +�+�+ ��� A � U � Y1 � δ1�I� A � U � Y0 �=��� 0

esexacta.
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DEM

Sea Ö p � kerδ̄p el subhazde las funcionesque localmentepertenecenal

núcleodeδp. Entonces

0 �I�ÒÖ p

i�I� Î p

δ̄p�V� Ö p ^ 1 �V� 0

(dondei esla inclusión) esunasucesíon exactadehaces,puesel núcleode δ̄p esÖ p, y su imagen Ö p ^ 1, el núcleode δ̄p ^ 1, conformeal lema12.5. Estasucesíon

induceunasucesíonexactalargaenlascohomoloǵıas:

0 �I� H0 � U � Ö p �%�I� H0 � U � Î p �%��� H0 � U � Ö p ^ 1 ��I� H1 � U � Ö p �%�I� H1 � U � Î p �%��� H1 � U � Ö p ^ 1 ��I� H2 � U � Ö p �%�I� +�+�+
(Esteresultadoes [Krantz], Teorema6.2.16,paraespaciosque seanparacom-

pactos;Yp, comotodoespaciométrico,lo es)

PorhipótesisesH i � U � Î p �$� 0 parai w 0, luegohayunasucesíonexacta

0 ��� H i � U � Ö p ^ 1 �=��� H i S 1 � U � Ö p � �V� 0

parai w 0 y cualquierp. Si unodeestosgruposestrivial el otro tambíenlo seŕa.

Dadoqueparak " p esYp ��� 0 � y por lo tantotambíenH i � U � Ö p �=� 0, por

induccíonobtenemosH i � U � Ö p �I� 0 paratodoi w 0. EnparticularH1 � U � Ö p ��� 0

paracualquierp y porconsiguiente

0 �I� H0 � U � Ö p �P�I� H0 � U � Î p �=�I� H0 � U � Ö p ^ 1 �P�I� 0
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esexacta.

H0 � U � Ö p � esel conjuntodelasseccionesglobales,quepordefinición es

Γ � U � Ö p �1� kerδp � T f � A � U � Yp � : f � z�=� kerδp � z� > z � U W
y la accíon de δ̄p sobrelos gérmenesde funcionescorrespondea la de δp sobre

lasseccionesglobales,demaneraquela sucesíonanteriorsereescribe

0 �I� kerδp

i�I� A � U � Yp � δp�I� kerδp ^ 1 ��� 0

Resultandola imagendeδp igualal núcleodeδp ^ 1, demodoque

0 �I� A � U � Yk � δk�V� +�+�+ �I� A � U � Y0 �P�I� 0

esunasucesíonexactaJ
12.8 Dominiosde Holomorf ı́a

Un abiertoU � Cn sellamadominiodeholomorf́ıa (”domainof holomorphy”)si

no existenabiertosU1 � U2 talesqueU2 seaconexo, U2
	� U , U1 � U2 � U y para

cadafunción holomorfa ϕ � A � U � C � existe unaψ � A � U2 � C � tal queϕ � ψ en

U1.

Si bienestadefinición esdifı́cil demanejar, esfácil ver quecualquierabierto

conexo enC esun dominiodeholomorf́ıa, y tambíentodosubconjuntoconvexo

de Cn (ver [Krantz], 0.3.1). La equivalenciade estacon otrasdefinicionesde
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dominiodeholomorf́ıa(pseudoconvexidad)essujetodediscusíonenla teoŕıadel

ańalisiscomplejo.A nosotrosnosinteresasólo el siguienteresultado

12.9 Lema

Si U esun dominiodeholomorf́ıa,entoncesHr � U � ÎÂ� U � X ����� 0 paratodoespa-

cio deBanachX y paratodor w 0.

Esteteoremaesexactamenteel corolario6.3.2de[Krantz]. Sudemostracíon

sebasaendoshechos:

1) Todaformacerradasobreundominiodeholomorf́ıaesexacta(ecuacíon ∂̄),

teoremas41.3y 42.5de[Mujica].

2) Los gruposde cohomoloǵıa de Dolbeaultker∂̄ * Im ∂̄ sonisomorfosa los

gruposdecohomoloǵıa Hr � U � Î¯� (isomorfismode Dolbeault). La demostracíon

deestehechoquesehallaen [Krantz] 6.3.1parafuncionesconcodominioenC

seaplicaigualmentecuandotomanvaloresenunespaciodeBanach.

12.10 Teorema

SeaU � Cn un dominio de holomorf́ıa, δ : U � ´�� Y � un complejode cadena

paraḿetrico anaĺıtico finito. Si el complejo � Y� δ � z��� esexactoparatodo z � U ,

entoncesel complejoA � U � Y� δ � esexacto.

DEM

Porel lema12.9,el haz ÎÂ� U � Yp � tienehomoloǵıa trivial paracadap. El lema

12.7indicaqueel complejoA � U � Y� δ � esexactoenestecasoJ
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13 Exactitud en ∞

Seaδ : U � ´�� Y � un complejode cadenaparaḿetrico anaĺıtico de espaciosde

Banach.Decimosqueδ esexactoen∞ si βp � w��� wδp � 1* w� tieneunasingulari-

dadevitableenceroparatodo p y el complejo � Y� β � 0��� esexacto.

13.1 Lema

Seaδp � z�P� ap 9 zbp con ap, bp ����� Yp � Yp ^ 1 � parak ¹ p ¹ 0. Si el complejo� Y� δ � esexactoparacadaz � C } � ∞ � entoncesparacadayp �Ø×
zy C

kerδp � z� existe

unypS 1 � YpS 1 tal queδpS 1 � z� ypS 1 � yp paratodoz � C.

DEM

Seaβ � z�=��´�� Y � definidapor

βp � w�1� wδp � 1* w�$� wap 9 bp

Entonces� Y� β � w��� esexactoparatodow � C. Si w � 0 seŕapor la exactituddeδ

en∞; si w
	� 0 �

x � kerβp ^ 1 Ð βp ^ 1 � w� x � 0 Ð wδp ^ 1 � 1* w� x � 0Ð wx � kerδp ^ 1 � 1* w�­Ð wx � Imδp � 1* w�Ð wx � δp � 1* w� y Ð x � wδp � 1* w� y
w2Ð x � Imβp � w� �

Seayp � Yp tal queδp � z� yp � 0 > z � C. Entoncestambíen βp � z� yp � 0 > z � C.
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Porel teorema12.10,existen f1 � f2 � A � C � YpS 1 � talesque

δpS 1 � z� f1 � z�$� yp > z � C

βpS 1 � z� f2 � z�1� yp > z � C

luegoentonces

δpS 1 � z�;Ù f1 � z�G� 1
z

f2 � 1
z
��Ú � 0 > z

	� 0

Utilizandonuevamenteel teorema12.10existeg � A � C Á � 0 � � Yp ^ 2 � talqueδpS 2 � z� g � z�G�
f1 � z�V� 1

z f2 � 1z � paratodoz
	� 0. Por la escrituraenseriedeLaurent(Lema11.5),

existeunpardefuncionesg1 � A � C � Yp ^ 2 � , g2 � A � C � Yp ^ 2 � tal que

g � z�$� g1 � z� 9 g2 � 1* z�
g2 � 0�$� 0

La función δpS 2 � 1* w� g2 � w�P� apS 2g2 � w� 9 bpS 2
1
w

g2 � w� tieneunasingular-

idadevitable en 0, dadoqueg2 � 0�P� 0. EstosignificaqueδpS 2 � z� g2 � 1* z� tiene

lı́mitecuandoz � ∞. La función

f1 � z�G� δpS 2 � z� g1 � z�$� 1
z

f2 � 1z �V� δpS 2 � z� g2 � 1z �
esanaĺıtica en C por la expresíon de la izquierda,y en C Á � 0 � } � ∞ � por la ex-

presíondela derecha.Porel teoremadeLiouville, debeŕaserconstante.SeaypS 1

esaconstante.Entoncesδp � z� ypS 1 � yp paratodozJ
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14 Propiedadesdel Espectro

14.1 Definición

Sea
�

un álgebradeBanach.Sellamaradio espectral rσ � a� dea � � al número

rσ � a�k� sup
zy σ M aN Æ z Æ

Llamaremosmulti-radioespectral dea �8� a1 ���Û�Û�R� an �=� � n a la n-upla

rσ � a�Ü� � rσ � a1 � ���R�Û�R� rσ � an ���
14.2 Lema

El espectrodeTaylor dea �U� a1 �������4� an � , est́a contenidoenel polidiscocerrado

Drσ M a1 N , �Û�Û� , Drσ M an N , demultiradiorσ � a� �
DEM

Seaz �f� z1 ���Û�Û�R� zn ��� Cn Á rσ � a� . EntoncesÆ zi ÆÇw rσ � ai � paraalgún i � Estoquiere

decirqueai � λi I esnosingulary, porel corolario8.3, � a1 � z1 ���Û�R�Û� an � zn � tambíen

esnosingular. Porlo tanto,z *� σ � a� �
14.3 Teorema

El espectroσ � a� escompacto.

DEM

Porel lema14.2,σ � a� esun subconjuntoacotadodeCn. Además,enel coro-

lario 10.5vimosqueσ � a� escerrado.
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14.4 Teorema(Propiedadde la proyeccíon)

Seana1 ��������� an � anS 1 operadoresen ��� X � queconmutanentreśı. Entonces

π � σ � a1 ��������� an � anS 1 ���$� σ � a1 �������4� an �
dondeπ : CnS 1 � Cn esla proyeccíonsobrelasprimerasn coordenadas.

DEM

Conocemosya la inclusión

π � σ � a1 �������4� an � anS 1 ��� � σ � a1 �������4� an �
(corolario8.3).Veamosla otra.

Seaλ �°� λ1 ������� λn �¯� σ � a1 �������4� an � � Debemosver queexistealgún z � C tal

que � λ1 ������� λn � z�!� σ � a1 �������4� anS 1 � . Supongamos,por el absurdo,queno existe

tal z. Entoncesseŕa � λ1 ������� λn � z�½*� σ � a1 �������4� anS 1 � paratodoz � C. Seaδ @Ý� z���
δ @Ý� λ1 ������� λn � z� eloperadordebordedelcomplejodeKoszulE � X � a1 � λ1 �������4� an �
λn � anS 1 � z���7� EnS 1 � X � � δ @u� z��� . δ @ : C �x´�� EnS 1 � X ��� esuncomplejodecadena

paraḿetricoanaĺıtico finito, polinomiodegrado1 enz (obs11.8).Estecomplejo

es exacto paratodo z � C pues(a1 � λ1 ��������� an � λn � anS 1 � z� es no singular.

Además,δ @ esexactoen∞. En efecto,por (15) y (7) seŕa

δ @p � z��� ∑
ε y{z n

p

p
∑

i m 1
�n� 1� i ^ 1Q Þεi

� a j i � λ j i � Pε9 ∑
ε y{z n

p ~ 1

p ^ 1
∑

i m 1
�n� 1� i ^ 1Q Þεi ß ens 1

� a j i � λ j i � Pε ß ens 19 ∑
ε y{z n

p ~ 1

�n� 1� nQε � anS 1 � z� Pε ß ens 1
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y por lo tanto,

lim
wà 0

wδ @p � 1* w�$� ∑
ε y{z n

p ~ 1

�C� 1� nS 1QεPε ß ens 1

esteesexactamenteel operadordebordedelcomplejodeKoszulasociadoa la n-

upla � 0 ��������� 0 � I � , queesnosingular(corolario8.3).Luegoδ @ esexactoenC } � ∞ �
y satisfacelashipótesisdel lema13.1.

Observemosahorala construccíon 8.1. Como hemossupuestoque � a1 �
λ1 �������4� an � λn � es singular, el complejode Koszul correspondiente� En � X � � δ �
no podŕa ser exacto. Sin embargo, seaξ � ker δp. Entonces(con las mismas

notacionesde 8.1) δ @p � z� µpξ � µp ^ 1δpξ � 0 paratodo z � C (10). Por el lema

13.1,existeη � EnS 1
pS 1 tal que

δ @pS 1 � z� η � µpξ > z � C

SeaE νpη F la clasedeνpη enHn
p ^ 1 � X � a1 � λ1 ��������� an � λn � . δ b�E νpη F �7E ξ F (ver

observacíon8.2),demaneraque� anS 1 � z�áE νpη F �8E ξ F > z � C

entonces

z E νpη F � anS 1 E νpη F ��E ξ F > z � C

y por lo tanto E νpη F � 0, dedonderesulta E ξ F � 0. EstosignificaqueHn
p � X � a1 �

λ1 �������4� an � λn ��� 0 paratodo p, absurdoJ
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14.5 Propiedad(invariancia)

Seaq ����� X � Y � inversible. Seaa �?� a1 �������5� an � una n-upla de operadoresen��� X � queconmutanentreśı, y seaa@v�Ô� a@1 �������4� a@n � , a@i � qaiq ^ 1 �k��� Y � . En-

toncesσ � a��� σ � a@a� �
DEM

Seaλ �0� λ1 ������� λn ��� Cn. q induceunisomorfismoentrecomplejosdeKoszul

q̄ : E � X � a � λ ��� E � Y� a@ � λ � por q̄p � x l ej1 \ ����� \ ejp �1� qx l ej1 \ ����� \ ejp. En

efecto,

q̄p ^ 1δp � x l ε ��� ∑ �C� 1� i ^ 1q � a j i � λ j i � x l oε j i� ∑ �C� 1� i ^ 1 � qaj i � qλ j i � q ^ 1qx l oε j i� ∑ �C� 1� i ^ 1 � a@ j i � λ j i � qx l oε j i� δ @pq̄p � x l ε �
(dondeδ y δ @ sonlasdiferencialesdeE � X � a � λ � y E � X � a@�� λ � respectivamente)

y la sucesíon

0 �I� En
p � X � q̄p�I� En

p � Y �P�I� 0

esobviamenteexactaparacadap. Aplicandoel lema5.1 a la sucesíon exacta

0 � E � X � a � λ ��� E � Y� a@ � λ �1� 0 � 0 seobtiene

0 ��� Hp � X � a � λ � qb�I� Hp � Y� a@ � λ � �I� 0

demaneraqueHp � X � a � λ � esisomorfoa Hp � Y� a@X� λ � paracadap J
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14.6 Teorema(Permutación de ı́ndices)

Seaτ : � 1 ��������� k � � � 1 ������� n � inyectiva � k . n� . Si a �?� a1 ��������� an � esuna n-

upladeoperadoresen ��� X � queconmutanentreśı, seaτ b � a�1��� aτ M 1N ������� aτ M k N � y

τ � λ �$�8� λτ M 1N ������� λτ M k N � paraλ � Cn. Entonces

σ � τ b a�1� τ b σ � a�
DEM

1. Si k � n, τ esunapermutacíondeı́ndices,queinduceun isomorfismoentre

loscomplejosdeKoszulE � X � a � λ � y E � X � τ b a � τ b λ � , definidopor τ̄p � x l
ej1 \ ����� \ ejp �#� x l eτ ~ 1 M j1 N \ ����� \ eτ ~ 1 M jp N . Es obvio que τ̄p : En

p � X �¯�
En

p � X � esun isomorfismo,y podremosaplicar la mismaideaqueen en la

demostracíon de la propiedad14.5si demostramosque τ̄ conmutacon las

diferenciales.

τ̄p ^ 1δp � x l ej1 \ ����� \ ejp �� ∑ �n� 1� i ^ 1 � a j i � λ j i � τ̄p � x l ej1 \ �����uoej i ����� \ ejp �� ∑ �n� 1� i ^ 1 � aττ ~ 1 M j i N � λττ ~ 1 M j i N �â� x l eτ ~ 1 M j1 N \ �����2ãeτ ~ 1 M j i N ����� \ eτ ~ 1 M jp N �� δ @p � x l eτ ~ 1 M j1 N \ �����2ãeτ ~ 1 M j i N ����� \ eτ ~ 1 M jp N �� δ @pτ̄p � x l ej1 \ ����� \ ejp �
2. En el casoen queτ � i �=� i � 1 . i . k, τ b essimplementela proyeccíon

sobrelasprimerask coordenadas,y estamosenel casodel teorema14.4

3. El casogeneralesconsecuenciade(a) y (b) J
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14.7 Corolario (Espectro no vaćıo)

Si X esun espaciodeBanachno vaćıo, σ � a� 	� /0 paracualquiern-upladeoper-

adoresa queconmutanentreśı.

DEM

Sabemos(por ejemplode [Kreyszig], teorema7.5-4) queσ � a1 � 	� /0 por ser

deun operadoracotadodeun espaciodeBanach.Aplicandoel lemaanterior, la

proyeccíondeσ � a1 �������4� an � sobrela primeracoordenadaesσ � a1 � , no esvaćıo.

15 Transformada deGelfand

Sea
�

un álgebrade Banachconmutativa. Notaremoscon ∆ � � � al conjuntode

los idealesmaximalesde
�

, llamadotambíen espectro de
�

. Sea ä � ∆ � � � .
El cociente

� *åä esun cuerpoisomorfoa C ([Mujica], Teorema29.6),deman-

eraque la proyeccíon π :
� � � *åä se identificacon una función lineal mul-

tiplicativa continuade
�

en C. Inversamente,toda funcional lineal multiplica-

tiva ϕ :
� � C tienecomonúcleoa un ideal maximal. Seobtieneuna identi-

ficacíon entreidealesmaximalesy funcionaleslinealesmultiplicativascontinuas

(ver [Mujica], Teorema30.3). Estopermitedefinir la transformadade Gelfand\ :
� �%� Φ : ∆ � � �$� C

�
por

â � ϕ �1� ϕ � a�
paratoda a � � , ϕ � ∆ � � � . Utilizaremosen adelantelas letras ä y ϕ para

referirnosa los elementosde∆ � � � vistoscomoidealesmaximaleso funcionales

multiplicativas,respectivamente.

63



Dotandoal conjunto∆ � � � dela topoloǵıaqueenél inducela topoloǵıadébil-

* del espaciodual
� b , quecoincideconla mı́nimaquehacecontinuasa todaslas

â � seobtiene([Mujica], Teorema30.6):Ó â escontinuaparatodaa � �Ó ∆ � � � escompactoÓ � â � � rσ � a�
Seaa �§� a1 ��������� an � unan-upladeelementosde

�
. Definimossutransformada

deGelfandconjuntaâ : ∆ � � �1� Cn por â �¦ä¶�1�8� â1 �»ä¶� �������4� ân �»ä?��� .
15.1 Lema

Seaa � � n y sea � a� el idealgeneradopora en
�

,� a� �7� a1b1 9 +�+�+ 9 anbn � bi � ���
Entonces

1. � a� 	� � si y sólo si 0 � â � ∆ � � ���
2. σ :¿� a�1� â � ∆ � � ���
DEM

1. Supongamosque � a� 	� � . Entoncesexiste un ideal maximal ä O8� a� O� a1 �������4� an
�
. âi �»äæ��� 0 puesai �³ä paracadai, luego â �¦ä¶���|� 0 �������4� 0� .

Inversamente,si ä estal que â �»ä¶� � 0, seŕa ai ��ä paracadai, luego� a1 �������4� an
� �Øä y por lo tanto � a� �Øä 	� � .
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2. λ � σ : � a� si y sólo si � a � λ � 	� � (ecuacíon (1)); porel puntoanterioresto

sucedesi y sólo si 0 � ãa � λ � ∆ � � ��� , si y sólo si existe ϕ � ∆ � � � tal que

â � ϕ �1� λ � ϕ �$� λ J
Sea

�
un álgebrade Banachconmutativa. SeaX un espaciode Banach,�

-módulo a izquierda. Diremosque X es un
�

-módulo de Banach. Estees

el caso,por ejemplo,cuando
�

es una sub́algebraconmutativa de ��� X � . Sea

a �3� a1 �������4� an � unan-upladeelementosde
�

. Tenemosdosdefinicionesparano

singularidaddea: En sentidoalgebraico(respectode
�

), aesno singularcuando

el ideal generado� a� esdistinto de
�

. En sentidode Taylor (respectode X), a

esno singularcuandoE � X � a� esexacto.Sabemos(corolario7.3)quela segunda

definiciónesmásdébil quela primera:No singularidadensentidoalgebraicoim-

plicano singularidadensentidodeTaylor.

15.2 Espectro deTaylor deun álgebra

Sea
�

un álgebrade Banachconmutativa. El espectro∆ � � � tiene la siguiente

propiedad:Unan-uplaa � � n essingularen
�

si y sólo si existe ä � ∆ � � � tal

queâ �»ä¶�1� 0. Estapropiedadcaracterizaal conjunto∆ � � � . Dadoun
�

-módulo

X definiremosun espectro”Tayloriano”∆ � � � X � quecumplaestapropiedadpara

la nosingularidaddeTaylordea1 �������4� an respectodeX.

Sea
�

un álgebradeBanachconmutativa, y seaX un
�

-módulodeBanach.

Sea
� ∞ � ∞ç

nm 1

� n el conjunto de todaslas n-uplasde elementosde
�

. Para

cadaa � � ∞ seaσ � a� � σ � a � X � su espectrode Taylor, y sea∆a � ∆a � � � X �P�
â ^ 1 � σ � a��� el conjuntode los idealesmaximalescuyaimagenpor â caeenel es-
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pectrode Taylor. Comoya sabemos,σ � a�¯� σ : � a��� â � ∆ � � ��� . Sea∆ � � � X ���è
a ∆a � � � X � (dondela interseccíon setomasobretodaslasa � � ∞). Esteseŕa el

espectrodeTaylordel álgebra
�

respectodeX.

15.3 Lema

Seana ��� a1 �������4� an � � b ��� b1 �������4� bm �P� � ∞. Entonces

σ � a�P� â � ∆b � � � X ���
DEM

Seac �U� a � b���U� a1 �������4� an � b1 ���Û�R�Û� bm� . Seaz � σ � a� . Debidoa la propiedad

de la proyeccíon (teorema14.6), existe w �æ� w1 ������� wn � tal que � z� w�Â� σ � c� .
Tambíen,dadoqueel espectrodeTayloresunsubconjuntodelespectroalgebraico

(corolario7.3), � z� w�;� σ : � c� y por el corolario 15.1 seŕa � z� w�#� ĉ �¦ä¶� para

algún idealmaximal ä � ∆ � � � . En particular, b̂ �»ä¶���U� b̂1 �¦ä¶� ��������� b̂n �»ä¶�����
w � σ � b� , puesσ � b�G� π2 � σ � c��� (dondeπ2 � z� w�G� w paraz � Cn � w � Cm). Luegoä � ∆b. Tambíenseŕa â �¦ä¶�1�8� â1 �»ä¶� ��������� ân �¦ä¶���1� z, luegoz � â � ∆b � .
15.4 Lema

Seaa �8� a1 �������4� an � unan-upladeelementosde
�

. Entonces

σ � a�1� â � ∆ � � � X ���
DEM
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1. Porel lemaanterioresσ � a�=� â � ∆b � paratodob � � ∞, luego

σ � a�P� ×
b y : ∞

â � ∆b �
2. Dadasb1 �������4� bN � � ∞ existeb � � ∞ tal que∆b � Nè

i m 1
∆bi . Enefecto,seab �� b1 ������� bN � la concatenacióndeb1 ������� bN. Pordefiniciónes∆b � b̂ ^ 1 � σ � b��� .

Sea ä � ∆b. b̂ �»ä¶�¿� σ � b�¯� b̂i �»ä¶�!� ãπi � b�Ì�»äæ�¯� πi � b̂ �¦ä¶���¿� σ � bi � ,
luego ä � ∆bi (Dondebi � � mi y πi : Cm1 S1écécé S mN � Cmi esla proyeccíon

quehaceπ � b�$� bi).

3. Seaz � σ � a� . Sea∆z � â ^ 1 �C� z� � . ∆z escompacto.Enefecto,� z� escerrado,

luego tambíenlo es∆z; como∆ � � � escompacto,∆z resultacompacto.De

igualmaneraseŕa ∆b � b̂ ^ 1 � σ � b��� compactoparab � � ∞. Seaê-�7� ∆z
� }� ∆b : b � � ∞ � � ∆ � � � . ê esunafamiliadecompactosconla propiedadde

interseccíonfinita no vaćıa,yaque∆z � Nè
i m 1

bi O ∆z � ∆b paraalgúnb � � ∞,

y ∆z � ∆b
	� /0, dadoquez � σ � a� y â � ∆b �¿O σ � a� . Existeentoncesalgúnä � è

F y{ë F, y seŕa z � â �»ä¶�P� â � è
b y : ∞

∆b �1� â � ∆ � � � X ��� J
15.5 Teorema

Sea
�

un álgebradeBanachconmutativa,X un
�

-módulodeBanach.Existeun

conjunto∆ � � � X �=� ∆ � � � únicoconrespectoa la siguientepropiedad:

‡ Si a ��� a1 �������4� an � es una n-upla de elementosde
�

, entoncesa es no

singularenX si y sólo si noexiste ä � ∆ � � � X � tal queâ1 �¦äæ�$� +�+�+ � ân �»ä¶���
0 �

DEM
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∆ � � � X � escompactopuesesinterseccíon decerrardosenun compacto.Del

lema15.4sabemosqueno esvaćıo y que0 � σ � a� si y sólo si 0 � â � ∆ � � � X ��� .
Veamosla unicidad.

SeanD � D @$� ∆ � � � que cumplen‡. Sea ä � D. Si vemosque ä � D @
resultaŕaD � D @ ; invirtiendolospapeles,D @<� D.

Seana1 �������4� an �&ä . Sia ��� a1 �������4� an � , a essingular, puesâ �»ä¶�G� 0. Luego

existirá algún ä a � D @ tal queâ �»ä a ��� 0, o lo queeslo mismo,ai ��ä a > i. Sea

D @a � D @ � â ^ 1 �C� 0 � � . D @a escompacto,puesD @ escompactoy � 0 � escerrado.

Dadosa1 �������4� an �¤ä , âi �»ä a �=� 0 > i, luego ä a � nè
i m 1

D @ai
. T D @a � a ��ä W esen-

toncesunafamilia decompactosconla propiedaddeinterseccíon finita no vaćıa.

Sea ä�@V� è
a y{ì D @a. a ��ä�@v� â �¦ä¶�!� 0 � a ��ä . Luego ä�@V�3ä y por la

maximalidadä�@4�§ä y ä � D @ J
15.6 Lema

Sea0 � X � Y � Z � 0 unasucesíon exactade
�

-módulos,donde
�

esun

álgebradeBanachconmutativay X � Y� Z espaciosdeBanach.Entoncescualquiera

de los conjuntos∆ � � � X � , ∆ � � � Y � , ∆ � � � Z � estaŕa contenidoen la unión de los

otrosdos.

DEM

Seaä � ∆ � � � X � . SeaD � ∆ � � � Y � } ∆ � � � Z � . D escompactoen∆ � � � . Sea

a �3� a1 �������5� an � unan-upladeelementosde ä . â �¦ä¶��� 0, luegoa essingularen

X. Porel corolario7.5seŕaa singularenalgunodelosespaciosY� Z. Porlo tanto,

existiráalgún ä�@<� D tal quea ��ä�@ . Procediendodela mismaformaenquese

demostŕo la unicidadenel teorema15.5,la familiadecompactosT Da : a ��ä W ,
Da �HTíä�@<� � : a ��ä�@¦W tieneinterseccíonnovaćıa. Estosignificaque ä � D.
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La cuentaparael casoä � ∆ � � � Y � o ä � ∆ � � � Z � esla misma.

15.7 Algebra de BanachC(K)

SeaK un compactodeC. El conjuntoC � K � defuncionescontinuasdeK enC es

un álgebradeBanachconlasoperacionesinducidaspor C, respectodela norma� f � ∞ � sup
zy K

Æ f � z�·Æ
(la completitudsedebea queel lı́mite uniformede funcionescontinuasescon-

tinuo).

El espectrodeun álgebradeestetipo, ∆ � C � K ��� , eshomeomorfoaK.

DEM

1. Seaz � K. Sea ä z �L� f � C � K � : f � z�$� 0
�
. ä z esun ideal maximal:

En efecto,esclaro que ä z esun ideal cerrado.Sea f � C � K � Á ä z. Sea

g � C � K � . Sepuedeescribirg � g1 9 g2, donde

g1 � w��� f � w� g � z�
f � z�

g2 � w��� g � w�V� g1 � w�
Es claro que g2 ��ä z y g1 es un múltiplo escalarde f . ä z resultaser

maximal.

2. Seaä � ∆ � C � K ��� un idealmaximal.Entoncesä �îä z paraalgúnz � K:

Supongamos,por el absurdo,queno esaśı. Existirá entonces,paracada

z � K, una fz �ïä z tal que fz � z� 	� 0. Por continuidad,paracadaz � K

existe un abiertoVz tal quex � Vz y fz no seanulaenVz. SeaV1 �������4� Vn
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un subcubrimientofinito de � Vz � z � K
�
. Seaf � n

∑
i m 1

fi f̄i . Entoncesf ��ä
y f � z�/w 0 > z � K. Por último, f + 1

f
� 1 �ïä , lo cual esabsurdo,pues

supońıamosque ä eraun idealmaximal.

3. Seaä z � ∆, f � C � K � . f̂ �»ä z�=� f � z� : En efecto, f � f � z� seanulaenz,

luego f 9 ä z � f � z� 9 ä z. La clasede f en ä
*åä z esla de f � z� .
4. x 
�%ä z escontinua:La topoloǵıa en ∆ � C � K ��� esla menorquehacecon-

tinuaatoda f̂ , f � C � K � . Pero f̂ �»ä z �G� f � z� , luegox 
� f �»ä z� escontinua

paracualquierf .

5. ä z 
� zescontinua:Seai � C � K � definidapor i � z��� z. Entonceŝi �¦ä z�$�
i � z�$� z, luego î esla inversadex 
��ä x, y escontinua.

15.8 Ejemplo

Esteejemplodemuestraqueel conjunto∆ � � � X � no dependede
�

únicamente,

sinodela accíonde
�

sobreX.

SeaD �8��Æ z Æâ. 1
� � C � Sea

� � C � D � � A � Do � . � esel álgebrade las fun-

cionesholomorfasenel discounitario,continuashastael borde.
�

esun álgebra

de Banachconmutativa dadoque el lı́mite uniforme de funcionesanaĺıticas es

anaĺıtico. Probaremosqueel espectro∆ � � � eshomeomorfoa D. Por un lado,

puestoque
�

es una sub́algebrade C � D � , seŕa ∆ � � �;O ∆ � C � D ��� Ï� D. Por el

otro,dadaϕ lineal,continuay multiplicativa,seaλ � î � ϕ � (i � z 
� zesanaĺıtica).

Entoncesλ determinaa ϕ, puessi f � � seŕa f � ∑anzn, convergenteen Do y

continuahasta∂D. Entoncesdebeŕaserϕ f � ∑anϕ � zn �1� ∑anλn.

SeaX el espaciodeBanachC � ∂D � , y consideremosla accíon de
�

sobreX.
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El espectrode Taylor ∆ � � � X � , esisomorfoa ∂D. En efecto,por la observacíon

15.10,∆ �»�¼�P� ∆ �»� � �¼� . Hay un morfismoinyectivo Φ :
� �%� definidopor la

restriccíona∂D. Porel teorema15.9seŕa∆ � � � X ��� Φ b � ∆ �»� � X ����� Φ b � ∆ �»�¼��� J
SeaΦ :

� � � un morfismode álgebrasde Banachconmutativas. Todo � -

móduloX puedeconsiderarsetambíencomoun
�

-módulo,definiendoax � Φ � a� x
paraa � � � x � X.

Seaϕ � ∆ �»�¼� . ϕ _ Φ :
� � C es lineal y multiplicativa. Φ inducede esta

maneraunaaplicacíon Φ b : ∆ �»�¼�$� ∆ � � � .
15.9 Teorema

SeaΦ :
� � � un morfismode álgebrasde Banachconmutativas. Si X esun� -módulodeBanach,seŕa

∆ � � � X ��� Φ b � ∆ �»� � X ���
DEM

Por la unicidaden el lema15.5, debemosver queΦ b � ∆ �¦� � X ��� satisfacela

propiedad‡. Seaa �¶� a1 �������4� an �½� � n. a es no singular en X si y sólo si� Φ � a1 � �������4� Φ � an ��� esno singularenX, puesdehechohemosdefinidola accíon

de
�

enX apartir deΦ: E � X � a� esE � X � Φ � a��� .
Por el teorema15.5, � Φ � a1 � �������5� Φ � an ��� es singularsi y sólo si existe ϕ �

∆ �»� � X � tal queϕ � Φ � ai ���1� 0 paratodo i. A suvezestosucedesi y sólo si existe

ϕ _ Φ � Φ b � ∆ �»� � X ��� tal queϕ _ Φ � ai �$� 0 paratodo i J
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15.10 Observación

Sea
�

un álgebradeBanachconmutativa.
�

esenparticularun espaciode Ba-

nach,
�

-móduloa izquierda.Si a �3� a1 �������4� an � esunan-upladeelementosde
�

,

sabemosporel lema7.1que � a� � � implicaqueE � � � a� esexacto.Sinembargo

enestecasoesválidatambíen la rećıproca.En efecto,si E � � � a� esexacto,seŕa

enparticular

E1 � � � a� δ1�I� E0 � � � a���I� 0

exacto;peroE0 � � � a��� En
0 � � � Ï� � , y δ1 � n

∑
i m 1

xi l ei �=� n
∑

i m 1
aixi ; la suryectividad

deδ1 significaqueenparticularexistenb1 �������4� bn talesquea1b1 9 +�+�+ 9 anbn � e.

Encontramosaśı queσ : � a��� σ � a � � � > a y tambíen∆ � � ��� ∆ � � � � � debido

a la unicidaden15.5y a que∆ � � � cumplela propiedad‡ respectode la noción

algebraicadesingularidad(15.2).

15.11 Corolario

SeaΦ :
� �Ò� un morfismodeálgebrasdeBanachconmutativas.Considerando

a � comoun
�

-módulopor la accíon deΦ resulta

∆ � � � �¼�1� Φ b � ∆ �»�¼���
DEM

Porla observacíonanteriores∆ �»� � �¼�1� ∆ �»�¼� . La igualdadsedebeentonces

a15.9
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15.12 Observación

Sea
�

unálgebradeBanachconmutativa, � un idealcerradode
�

. La proyeccíon

π :
� �I� � *å� seŕa un morfismode álgebrasde Banach. � esun

�
-módulo de

Banachpor serun ideal cerrado,de modoque0 � �³� � � � *å�Ü� 0 esuna

sucesíonexactade
�

-módulosdeBanachy (por15.6)

∆ � � � � �=� ∆ � � � �G� } ∆ � � � � *å�G�
Por15.10es∆ � � �G� ∆ � � � � � , y por15.11,∆ � � � � *å�V��� π b � ∆ � � *å�G��� . Obten-

emos

∆ � � � Á π b � ∆ � � *å�V����� ∆ � � � � *å�G�
π b � ∆ � � *å�V���1� T π ^ 1 �»äæ� � ä � ∆ � � *å�V� W � T ä : ä OØ� W . El conjuntode ide-

alesmaximalesquecontienena � sedenominacápsulade ��� cap� . Sededuce

entonces

∆ � � � Á cap�Ü� ∆ � � � � *å�G�
y puestoque∆ � � � � *å�V� escerradoy queAÁ B � AÁ B � ĀÁ Bo sellegaa

∆ � � � Á � cap�G� o � ∆ � � � � *å�V� J
15.13 Lema (Anuladoresy Adjuntos)

Recordamoslas siguientespropiedadesde los espaciosde Banach: SeanX � Y

espaciosdeBanach,a �¼��� X � Y � . SeanX b � Y b losespaciosduales,ab �¾��� Y b � X b �
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eladjuntodea. SeanS� S@ � X y T � T @ � X b subespacios.Sedefinenlosanuladores

a izquierday aderecha:

So �|� φ � X b : φx � 0 > x � S
�

oT �3� x � X : φx � 0 > x � T
�

Valenlassiguientespropiedades:

1. � a � �L� ab �
2. So � oT sonsubespacioscerrados

3. S � S@ � So O7� S@ � o; T � T @ � oT O oT @
4. o � So �1� S� � oT � o � T̄

5. � kera� o � Imab ; o � kerab �1� Ima

DEM

1. Ver [Kreyszig],Teorema4.5-2

2. Esobvio.

3. Si φ anulaaS@ anulaenparticularaS.

4. Esobvio queS̄ � o � So � , debidoaqueel segundoescerrado.Porel teorema

deHahn-Banach,dadox *� S̄existeφ � X b tal queφx
	� 0, φ � S̄��� 0. Luego

si x esanuladopor todaφ queanulea S̄, seŕax � S̄.

5. ab φx � φ � ax�P� 0 si x � kera � Imab �H� kera� o. Además,si x � oImab
seŕa ab φx � φax � 0 paratoda φ. Por Hahn-Banach,ax � 0, resultando

oImab � kera J
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SeaX un
�

-módulo de Banach. Si X b es el espaciodual de X, X b es un�
-módulodefiniendoaφ � x�$� φ � ax� paraa � � , x � X, φ � X b .

15.14 Teorema

Si X esun
�

-módulodeBanach,

∆ � � � X ��� ∆ � � � X b �
DEM

Seaa �?� a1 �������5� an � una n-upla de elementosde
�

. Veremosque a es no

singularenX si y sólo si lo esenX b . La unicidaden15.5demuestrael teorema.

SeaE � X � a�$�U� En � X � � δ � el complejodeKoszuldea enX, y seaE � X b � a�1�� En � X b � � δ � elcorrespondienteenX b . SeaEn
p � X � b eldualdeEn

p � X � , δ bp : En
p ^ 1 � X � b �

En
p � X � b el operadoradjuntode δp definido por � δ bpφ �â� ξ �¿� φ � δp � ξ ��� paraξ �

En
p � X � , φ � En

p ^ 1 � X � b . Obtenemosun complejo”dual” E � X � a� b :
0 �I� En

o � X � b δ b1��� +�+�+ δ bn�I� En
n � X � b �V� 0

Estecomplejoesexactosi y sólo si E � X � a� lo es,puestoque � kerδpS 1 � o �
Imδ bpS 1 e ImδpS 1 � o � kerδ bp � , luego kerδpS 1 � Imδp si y sólo si Imδ bpS 1 �
kerδ bp. Por último, E � X b � a� y E � X � a� b son isomorfos. En efecto,En

q � X � b es

cańonicamenteisomorfoaEn
q � X b � , y definiendoψp : En

p � X b �1� En
n ^ p � X b � por

ψp � φ l ej1 \ ����� \ ejp �1�8�n� 1� pS ∑ j i φ l e1 \ ����� êj1 ����� êjp ����� \ en
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seobtieneun isomorfismodecomplejosJ
15.15 Ejemplo

En 3.2 hemosvisto que si a1 �������4� an esuna n-upla de elementosde ��� X � que

conmutanentre śı y
�

es una sub́algebraconmutativa que los contiene,seŕa� a�1� � ��� a�A@ , por lo tantoσ � a��� σ M aN Q � a��� σ : � a� . Veremosunejemplodonde

la inclusión σ � a�#� σ M aNRQ � a� esestricta. Estosignificaquela teoŕıa espectralde

Taylornoesreduciblea la teoŕıaalgebraicaparaningunasub́algebraconmutativa

de ��� X � .
SeaD � B̄2 � 0 � 1������Æ z Æ{. 1

� 2 � C2. SeaU � B2 � 0 � 2� O D. SeaV � U Á D.

SeaC1 � V̄ � el espaciode funcionescontinuasque tienenderivadasparcialesen

V, continuasen V̄. Para f � C1 � V̄ � definimosla norma � f � 1 comola sumade

los supremosde f y susderivadasde orden1 en V̄. TantoC � V̄ � (con la norma

supremo)comoC1 � V̄ � sonespaciosdeBanach(ver por ejemplo[Kreyszig], pág

110).SeaX � C1 � V̄ � [ C � V̄ � . Definimoslossiguientesoperadores:

a1 � f � g�$��� z1 f � z1g�
a2 � f � g�$��� z2 f � z2g�
a3 � f � g�$��� 0 � ∂ f

∂z̄1
�

a4 � f � g�$��� 0 � ∂ f
∂z̄2
�

a5 � f � g�$��� 0 � f �
Seobserva quea1 ��������� a5 conmutanentreśı: aia j � 0 si i w 2 � j w 2. En los

deḿascasossevefácilmente.Porejemplo,a1a3 � f � g�I�7� 0 � z1
∂ f
∂z̄1
��� a3a1 � f � g�I�� 0 � ∂z1 f

∂z̄1
� , puestoque ∂z1 f

∂z1
� z1

∂ f
∂z̄1

9 f ∂z1
∂z̄1

� z1
∂ f
∂z̄1

. Para ver la continuidadde
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a1 �������4� a5 bastaŕaobservarquesup Æ z1 f ÆÇ. 2supÆ f Æ , y sup ²²² ∂ f
∂z̄1 ²²² . 1

2 ð sup ²²² ∂ f
∂x1 ²²² 9 sup ²²² ∂ f

∂y1 ²²²òñ .� a1 ��������� a5 � esuna5-uplaconmutativaen ��� X � .
15.16 Teorema

La 5-uplaa �Ô� a1 �������4� a5 � queseacabade definir esno singularen X, pero la

ecuacíon

a1b1 9 +�+�+ a5b5 � I

no tienesolucíonparab1 ������� b5 ��� a�A@ .
DEM

1. Seah � C1 � V̄ � . h se identifica con un operadorde ��� X � por h � f g�;�� hf � hg� . Enefecto,sup Æhf Æ±. sup Æh Æ sup Æ f Æ , y sup ²²² ∂hf
∂xi ²²² . supÆ f Æ sup ²²² ∂h

∂xi ²²² 9supÆ h Æ sup ²²² ∂ f
∂xi ²²² . C1 � V̄ � se identifica aśı con una sub́algebraconmutativa������� X � . Tantoa1 comoa2 pertenecena � .

2. � a1 � a2 � esno singularenX. En efecto,definiendo

b1 � f � g�$��� 1
2z1

f � 1
2z1

g�
b2 � f � g�$�8� 1

2z2 f � 1
2z2

g�
seŕaa1b1 9 a2b2 � f � g�$��� f � g� . Luego a1b1 9 a2b2 � I en � y, por el coro-

lario 7.2, � a1 � a2 � esno singularrespectodeX. Porlo tanto(Corolario8.3)

tambíen � a1 � a2 � a3 � a4 � a5 � .
3. Sea

X0 �|�<� 0 � g� � g � C � V̄ � �
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X1 �7�<� f � g�=� X : f � A � V � �
Ambossonsubespacioscerradosinvariantesparaa1 ������� a5. X1 � kera3 �
kera4, pueslas funcionesanaĺıticas (holomorfas) en V son exactamente

aquellasque cumplenlas ecuacionesde Cauchy-Riemann∂ f
∂z̄1

� ∂ f
∂z̄2

� 0.

Tambíen,X0 esel núcleodea5.

Seab ��� a�C@ . EntoncesX0 � X1 soninvariantesporb. Enefecto,si c �¸��� X � y

bc � cb, seŕakerc invarianteporb: Parak � kerc esc � bk�$� bck � b0 � 0,

luego bk � kerc. EntoncesX0 esinvariantepor b por serX0 � kera5, y X1

porserinterseccíon dedossubespaciosinvariantespor b (kera3 y kera4).

ConsideremosahoraX0 � X1yX1 * X0 como � a�C@ -módulosa izquierda.X1 * X0

esigual al espaciodefuncionesanaĺıticasenV, continuasenV̄. Talesfun-

cionesadmitenextensionesanaĺıticasa todoU (ver [G-R], I.C.5). a3, a4 y

a5 sonnulosenX1 * X0: kera3, kera4 contienena X e Ima5 � X0. Luego,si

fueraa1b1 9 +�+�+ 9 a5b5 � I debeŕıa sera1b1 9 a2b2 � I enX1 * X0. Tambíen,

si dos funcionesanaĺıticas en U coincidenen V, coincidirán en todo U .

EstonospermiteidentificarX1 * X0 conel conjuntode funcionesanaĺıticas

enU , continuasen Ū . Si existieranb1 � b2 talesquea1b1 9 a2b2 � I , sea

f � z1 � z2 ��� 1. � a1b1 9 a2b2 � f � 0 � 0�;� f � 0 � 0�;� 1, pero z1 � b1 f �â� 0 � 0� 9
z2 � b2 f �â� 0 � 0� � 0

	� 1. Luego no existen talesb1 � b2 y a1 ��������� a5 essin-

gularrespectode � a�C@ J
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